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1 Einfiihrﬁifg und Literaturiibersicht

Die Klasse der verallgemeinerten de Bruijn Graphen wurde zum ersten Mal von-

einander unabhdngig von J.G.Kuhl, D.K. Pradhan und S.M. Reddy 1980 [KPR80]
und M. Imase und M. Itoh 1981 [II81] in Zusammenhang mit dem sogenannten
Grad Durchmesser Problem eingefihrt. 1983 fiihrten Imase und Itoh [II83] eine
Ghnliche Graphenklasse, die veralljemeinerten Kautz Graphen ein. Zundchst sollen
diese Graphenklassen definiert und ein paar grundlegende Aussagen zur Struktur
der verallgemeinerten de Bruijn Graphen gemacht werden.

Der (gerichtete) verallgemeinerte de Bruijn Graph Gg(d,n) mit natirlichen Para-
metern n und d ist wie folgt definiert:

Seine Eckenmenge V hat die Mdchtigkeit n und die Ecken werden mit Elementen
des n-elementigen Restklassenringes Z, dargestellt, das heifit, es gibt eine bijektive
Abbildung von Z, nach V(Gpg(d,n)).

Die gerichtete Kantenmenge E des Gp(d,n) besteht dann aus allen geordneten Paa-
ren (z,y) aus V x V, fir die es ein § € {0,...,d — 1} gibt mit y = dz + 0.

Also E(Gp(d,n)) = {zy: 30 € {0,...,d — 1} mit y = dz + 0 mod n}.

Ahnlich sind die verallgemeinerten Kautz Graphen Gr(d,n), die in der Literatur oft

auch Imase Itoh Graph genannt werden, definiert. Im Unterschied zum Gp(d,n) ist

ein geordnetes Paar zy von Ecken genau dann eine gerichtete Kante (auch: Bogen)

des Gr(d,n), wenn es ein 0 € {1,...,d} gibt mit y = —dz — 0 mod n.

Es ist also E(G1(d,n)) = _{ﬁ}: 30 € {1,...,d} mity= —dz — 0 mod n}
={zy:30<c{0,...,d—1} mity=d(n—1—z)+ 0 mod n}.

Ist N > 1 eine natiirliche Zahl, so ist auf diese Weise mit Gg(d,d") der (gewdhn-
liche) de Bruijn Graph B(d, N) und mit Gr(d,d" + d"~') der (gewdhnliche) Kautz
Graph K(d,N) definiert.

Sowohl die verallgemeinerten de Bruijn Graphen Gg(d,n), als auch die verallgemes-
nerten Kautz Graphen Gi(d,n) sind regulir mit Eingrad = Ausgrad = d.
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1.1 Etwas Zahlentheorie und elementare Betrachtungen

Von den nun folgenden Bezeichnungen wird in der vorliegenden Arbeit hdaufiger
Gebrauch gemacht werden. Sei ggT'(d,n) der grofite gemeinsame Teiler von d und
n. Dann sei:

W= s, d = s und, falls fiir z € Zn : ggT(d,n)|z, sei 2’ := Frisy -

Weiterhin sei (®0 in folgender Weise definiert: z =k@ gilt genau dann, wenn es
ein x aus {0,...,d* — 1} gibt mit: £ = x mod n.

Schlieflich sei: T*(z) = {y € V(Gg(d,n)) : es gibt einen (gerichteten) Weg von z
nach y einer Linge < k}

und I*(z) = {y € V(Gs(d,n)) : es gibt einen (gerichteten) Weg von y nach z
einer Linge < k}.

Wenn nicht anders angegeben, wird stets modn gerechnet.

Die Ecken des Gg(d,n) oder Gi(d,n), beziehungsweise Elemente aus Zn, sollen mit
lateinischen Buchstaben z, y, z bezeichnet werden, ,Ziffern®, d.h. natirliche Zahlen
swischen 0 und d — 1, mit 0 oder 0; und ganze Zahlen zwischen —(d —1) und d — 1
schlieflich mit kleinen griechischen Buchstaben ¥, ¢ oder 1.

Ist Z* die Einheitengruppe von Z, und z € Zy, so ser mat z~! das eindeutig be-
stimmte Element y aus Z, bezeichnet, fir das zy = 1 mod n qgilt.

Fir z € Z* gilt: Zp, = 22, = 27" Zy, wobet 22, := {zyly € Zn}.

Lemma 1.1 (Gleichungen) Seien d, z, y € Z, und n 2 d.

i) dz =y mod n < ggT(d,n)|y und d'z =y’ mod n'.

ii) Die Gleichung dz = ymodn hat fir z genau ggT'(d,n) Lésungen, falls:
99T (d,n)|y und keine, falls: ggT(d,n)fy.

iii) Die Gleichung dz = © hat genau d Lésungen fiir z.

denn: i) Es gilt dr = y mod n genau dann, wenn es ein a € Z gibt mit y = dz + an
und es gibt ein a € Z mit y = dz + an genau dann, wenn gg9T(d,n)|ly und

s Tl e,
99T (d,n) ygT(d,n)‘r % A2eT(dn) °




1) Mit i) gilt dz =y mod n genau dann, wenn gg7T(d,n)|y und d'z = y’ mod n'.
Da ggT'(d',n') = 1, ist dies dquivalent zu:
99T (d,n)|y und z = d"~'y’ mod n’, was genau dann gilt, wenn ggT'(d,n)|y und
z=d 'y + kn’ mod n mit 0 < k < ggT(d,n). Damit folgt die Behauptung.

iii) folgt mit it), da [{y € {0,...,d — 1} : ggT'(d,n)|y}| = d'.
Lemma 1.2 (modulares Rechnen) Seienc, d, z, y € Z, undn > d.
i) Ist 0 < ¢ <d und n > d|z| + ¢, dann hat die Gleichung
dz =y mod n unter der Bedingung |y| < c

genau dann eine Losung fir y, wenn z = 0.
Insbesondere folgt fiir n > d*|z| + d* aus d*z = +(%O : d¥z = 0.

i) Gilt n > d**!, dann hat die Gleichung
xo+x1d+...+zkdk-30modn,—d<:z:,-<d-, P

- genavu die Losung zo = ... =z = 0.
Insbesondere hat fiir n > d* die Gleichung  =*)© héchstens eine Lisung
=09+ -+ d"‘:lﬂk_l und dann mit eindeutig bestimmien
o, ...,0k € 40,...53K}.
0 kS { »ﬂ}& i
denn : i) Gilt dy = z mod n, dann gibt es ein a € Z : an = dy — ¢ und damit ist:
lan|=|dy—z|<|dy+c|<n, alsoa=0 und y =0, da |,;’| < d.

1) Aus zo+ z1d+ ...+ 7:d* = 0modn folgt zo + 1+ ... + zxd* = an,a € Z,
und damit |an| < (1+...4+d*)(d-1) =d**! -1 < n.
Alsoa=0und z9g=... =z = 0.

Lemma 1.3 i) Istn > d, hat der Gp(d,n) genau d + ggT'(d —1,n) —1
und der Gr(d,n) genau d — ggT'(d + 1,n) + 1 Schlingen.

16) Ist n > d?, enthdlt der

Gg(d,n) genau %[d(d —-1)4+g99T(d—1,n)(g9T(d + 1,n) — 1)] und der

Gl d, %k dena %[(d 12t 90T (d + 1. n)ggT(d 1, m)d 1}

Doppelkanten.




i)

denn : 1)

)

iti)

Fiir jedes z € V(Gp(d,n) ist:
Y=y 28"% +mO} und I™™(z) ={y:d"y==z —(m@}.
Fir jedes ¢ € V(G(d,n)) ist:

[™(z) = {y Yy =dhe +(m)®} fiir gerades m
- {y:y=—-d™(z+1) +(m™0O} fir ungerades m

nd [~™(z) = {g:d"y=>s —(mQ} fiir gerades m
; ¥ Y —a"y=7c~+ dm —(m)@} fiir ungerades m
Ist n > d™, dann gilt in beiden Fillen: |T™| = |[T~™| = d™.

z ist eine Schlinge im Gp(d,n) genau dann, wenn T = dz + ©, das heifst
(1-d)z =0O.

Die Gleichung (1 — d)z = © hat aber genau d — 1 + ggT'(d — 1, n) Lésungen.
Analog ist z genau dann eine Schlinge i1m Gr(d,n), wenn
z=dn—1—-2)+0O, das heift (1 +d)z =0 —d.

Die Gleichung (1+d)z = © —d hat aber genau d+1— ggT'(d+1,n) Losungen.
(Siehe auch [DH8S])

Zundchst soll der Gg(d,n) betrachtet werden. T, «— 2 st genau dann eine
Doppelkante im Gg(d,n), wenn es 0, und 0, gibt, sodap: =, = dzz + 0; und
T, = dz, + 0, gilt. Jede Ecke inzidiert mat hochstens einer Doppelk.'ante, denn,
gilt zusdtzlich z, «+— y2, das hgiﬂt 1 = dys + 9, und yo = dzy + 61, so folgt:
d6, + 8, = (1 — d®)z; = dby + 6, und damit 05 = 0, das heifit T2 = ya.

Eine Ecke z, inzidiert also genau dann mit genau einer Doppelkante, wenn
(1 — &)z, =0 (O) gilt, sonst mit keiner. Die Gleichung (1 - d»)z, =Y0
hat genau d* — 1 + ggT'(d?> — 1,n) Lisungen fir ;.

Nun ist auch jede Schlinge Lésung einer Gleichung (<), da aus (1-d)z=0
folgt: (1 — d*)z = d© + © =120.

Von den Losungen der Gleichungen (<) sind daher die Schlingen abzuziehen.
Das ergibt im Gp(d,n) d(d —1) + ggT(d — 1,n)(g9T(d + 1,n) — 1) paarweise
verschiedene an Doppelkanten beteiligte Ecken, womit die Behauptung fiir den
Gpg(d,n) folgt.

Im Gi(d,n) inzidiert = genau dann mit einer Doppelkante, wenn
(l—dz):z:Edz—-d(-)+@—d=-_‘d(d-®)—(d—@) =)@ qilt.

Der Abzug der Schlingen von den d®—1+ggT(d*—1,n) Losungen der Gleichung
ergibt die behaupteten (d+1)(d—2)+ ggT(d* —1,n) +ggT(d+1,n) paarweise
verschiedenen mit Doppelkanten inzidenten Ecken des Gi(d,n).

folgt aus wiederholter Anwendung der definierenden Kantengleichungen.




1.2 Das Grad Durchmesser Problem

Das Grad Durchmesser Problem hat vor allen Dingen fir die Frage nach fiir Netz-
werke geeigneten Graphen eine Bedeutung. Graphen, die im Sinne dieses Problems
glinstig sind, modellieren Netzwerke, die mit wenig Kanten die Knoten mit kurzen
Wegen verbinden. Das Grad Durchmesser Problem 1ist folgenderweise definiert:

Grad Durchmesser (d — k—) Problem: Zu gegebenen natirlichen Zahlen d und k fin-
de einen (un-)gerichten Graphen mit Hochstgrad d, Durchmesser k und mazimaler
Eckenzahl n.

Mit den Buchstaben d, k und n sollen im Weiteren stets der Hochstgrad, der Durch-
messer, beziehungsweise die FEckenzahl eines Graphen bezeichnet werden.

Durch Betrachtung eines aufspannenden kirzeste Wege Baumes eines Graphen lifit
sich eine triviale obere Schranke fir die Eckenzahl n, die sogenannte Moore-Schranke
ny, finden. Sie betrdgt: ;

ddi)-3- g > 3 el SREFR.
= . S P chtet Eg (e RIS chtet
np { %+1, d=2 (ungerichtet) npy {k-l—l,d:l (gerichtet)

Im'Folgenden soll nur noch der gerichtete Fall betrachtet werden.
Ein Graph mit Eckenzahl nps heifft Moore Graph. Ist G ein gerichteter Graph mat
Eckenzahl n, Hochstgrad d > 2 und Durchmesser k, so gilt also:

dlc+l__1
d—1

n<ny= und damit: k > [logg(n(d—1)+1)] =1

W.G. Bridges und S. Toueg haben gezeigt, dafl nur triviale gerichtete Moore Gra-
phen, das heifit Moore Graphen mit Hiochstgrad 1 (gerichtete Kreise) oder Durch-
messer 1 (vollstindige Digraphen) ezistieren [BT80]. Unter dieser Voraussetzung
erweist sich eine Umformulierung des Grad Durchmesser Problems als ginstig. Als
d-k- Graph set: ein Graph bezeichnet, fir den k = [logg(n(d —1) +1)] — 1 gilt. Die
Klasse der d-k-Graphen umfafit also die der Moore Graphen. Entsprechend sei das
d-k-Graphen Problem formuliert: ‘

d-k-Graphen Problem: Unter allen Graphen mit Eckenzahl n und Héchstgrad d
finde einen mit minimalem Durchmesser k.

Weitere Grofien, die mit Eckenzahl, Hochstgrad und Durchmesser von Graphen in
Beziehung stehen, sind die Zusammenhangszahlen. Set mit ¢, und c. die (starke)




Ecken-, beziehungsweise Kantenzusammenhangszahl bezeichnet und mit 6 der Mini-
malgrad eines Graphen, so gilt zundchst die triviale Beziehung:

Cn. SCe S B
M. Imase, K. Okada und T. Soneoka haben folgende Aussage gezeigt:

Gilt cn # 0,0 < ce < dundn > cp + 2,

d* -1 i
d—1 d—1
Als Folgerungen formulieren Imase, Okada und Soneoka folgende Beziehungen von

Eckenzahl, Héchstgrad, Durchmesser und Zusammenhangszahlen eines gerichteten
stark zusammenhdngenden Graphen:

dann: n < ¢, ( +d) und n < c. ( +d+ 1) [IOS85]

Istn > d* + d* —d, dann gilt ¢, = d,

k _
Istn > (d —2) (Cfi 11 +d> , dann auch ¢, > d—1.
Gilt § = d und n > d** + d&® — 1, dann glit auch c. = d,

k-1

d-1

M. Imase und M. [toh fihren in zwei Arbeiten 1981 und 1983 die verallgemeiner-
ten de Bruijn Graphen [II81], beziehungsweise die verallgemeinerten Kautz Graphen
(Imase Itoh Graphen) [1I83] als Quasilésungen des d-k-Graphen Problems ein, das
heifit als Graphen, die die d-k-Graphen Schranke um héchstens 1 verfehlen. Un-
abhingig davon wird in [KPR80] der verallgemeinerte de Bruijn Graph in diesem
Zusammenhang eingefiihrt. Imase und [toh zeigen fiir die Durchmesser k(Gp(d,n))
und k(G1(d,n)):

gz’lt5_>_dundn2(d—2)( +d+1),dannistce_>_d—1.

k(Gs(d,n)) = [logan], k(G1(d,n)) < [logan]

und k(G1(d,n)) = m fallsn = d™ + d™° , mit ungerademb < m

Ist n = d™ + d™® fiir ein ungerades b < m, dann ist k(Gr(d,n)) = [logan] — 1,

ist n > d™ + d™!, dann ist k(G1(d,n)) = [logan].

Anzumerken bleibt hier, daf die ungerichteten verallgemeinerten de Bruijn und
Kautz Graphen keine Quasilésungen des entsprechenden ungerichteten d-k-Graphen
Problems sind. Uberhaupt stellen sich die hier beschriebenen Fragestellungen im
ungerichteten Fall als weitaus schwieriger dar.
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Imase, Okada und Soneoka zeigen in der schon oben erwdhnten Arbeit [IOS85] fiir
die Eckenzusammenhangszahlen:

Gilt k > 4, dann ist: c,(Gp(d,n)) = c.(Gp(d,n)) =d—1

und ca(Gr(d,n)) > d — 1 mit Gleichheit, falls (d+ 1) fn.

D.Z. Du und F.K. Hwang zeigen in [DH88], daf fir den Fall (d + 1)|n und
99T (d,n) = 1 fir die Kantenzusammenhangszahl des Gf(d, n) c.(G§(d,n)) = d
gilt. N. Homobono und C. Peyrat vervollstindigen schliefilich diese Ergebnisse fiir
grofie Durchmesser k, indem sie zeigen, dap:

ca(Gg(d,n)) = d 1, falls ggT (d,n) = 1

und cﬂ(G!_(d,n)) =d, falls k > 5,(d + 1)|n und ggT'(d,n) # 1.

N. Homobono zeigt in [H88] noch folgendes Ergebnis fiir die ungerichteten verallge-
meinerten de Bruijn und Kautz Graphen UGp(d,n) und UG[(d,n):

Gilt k> 5 und n > d*, dann ist c,(UG(d,n)) = c.(UGt(d,n)) = 6

und c,(UGB(d,n)) = c.(UGB(d,n)) =2d -2 =4.

———— . "W . e B
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1.3 Einbettungen und Modifikationen

Eine fir Graphen, die zur Modellierung von Rechnernetzwerken verwendet wer-
den sollen, interessante Frage ist die nach Méglichkeiten von Einbettungen anderer
Graphen in diese Netzwerkmodelle. Werden zum Beispiel die wegen ihrer hohen
_Dichte“ dafiir gut geeigneten de Bruijn oder Kautz Graphen zur Modellierung der
Vernetzung von Prozessoren in Parallelrechnern verwendet, wird es notwendig sein,
auf anderen Graphen, wie Wegen oder Bidumen oder auch komplezeren Strukturen,
konzipierte Algorithmen darin einzupassen. Es soll zundchst der Begriff der Einbet-
tung definiert werden.

Definition 1 G und H seien ungerichtete Graphen. Ist G oder H gerichtet, wird
dabei der entsprechende ungerichtete Graph, das heifit die vollstindige Orientierung
von G beziehungsweise H betrachtet.

1) G heifit in ‘H einbettbar, im Folgenden beschrieben durch
G C ‘H, falls es injektive Abbildungen @y : V(G) — V(H) und
dg : E(G) — E(H) gibt, fir die gilt: zy € E(G) = ®g(zy) = Bv(z)2v(y).

i) Ist Oy bijektiv, dann heift G aufspannender Teilgraph von H, g M.

iii) Ist obendrein ®g bijektiv, heiflen G und H isomorph: G-2-H.

Die ersten Einbettungsergebnisse erscheinen in der oben schon erwahnten Arbeit
_Generalized de Bruijn Digraphs, von D.Z. Du und F.K. Hwang [DH88]. Sie zeigen,
daB sowohl Gg(d,n) als auch Gi(d,n) hamiltonsch sind, falls gg7'(d,n) > 1 gilt.
Sie zeigen dariiber hinaus, daf der Gg(2,n) fiir ungerade n keinen Hamiltonschen
Kreis enthilt, dafiir aber einen Hamiltonschen Weg von 0 nach n — 1 und einen
von n — 1 nach 0 genau dann, wenn 2 eine Primitivwurzel in Z, ist. Da 0 und
n — 1 im Gg(d,n) genau die beiden Ecken sind, die mit einer Schlinge inzidieren,
ist dies unter den oben angesprochenen Gesichtspunkten eine durchaus interessante
Eigenschaft. Da es eine Primitivwurzel modn nur dann gibt, wenn n eine Potenz
einer ungeraden Primzahl ist, gibt es einen Hamiltonschen Weg von 0 nach n — 1
im Gp(2,n) hochstens dann, wenn n = p™ fiir eine Primzahl p > 2 und ein m 2 1
gilt ([NZ80]). In der 1991 verdffentlichten Arbeit ,The Hamiltonian Property of
Generalized de Bruijn Digraphs“ vervollstindigen D.Z Du, D.F. Hsu, F.K. Hwang
und X.M. Zhang diese Ergebnisse, indem sie zeigen, daf fiir d > 3 sowohl der

Gp(d,n) als auch der G(d,n) einen Hamiltonschen Kreis enthalt ([DHHZI1]). F.K.

Hwang zeigt in einem Anhang derselben Arbeit, dafi der G((2,n) fiir ungerades n
genau dann hamiltonsch ist, wenn n = 3™ fiir eine natiirliche Zahl m gilt.




Als weitere Einbettungseigenschaft zeigen Du und Hwang in [DHS88|, da8 der
Gp(d,n) und der G(d,n) fiir jedes z € {0,...,n — 1} einen vollstindigen ausba-
lancierten d-ndren Baum der Héhe [logsn] mit Wurzel z enthalten, in dem jede
Ecke dieser Graphen als Blatter auf der [loggn]-ten Ebene, das heiBt mit Abstand
[logan]| von der Wurzel erscheinen. Als vollstindigen ausbalancierten d-niren Baum
bezeichnen sie einen Baum, in dem jeder innerer Knoten den Grad d + 1 hat und
jedes Blatt eine Entfernung von der Wurzel, die um hochstens 1 sich von der Héhe
unterscheidet.

Als Folgerung zeigen sie die sogenannte ,Self-routing“ Eigenschaft der verallgemei-
nerten de Bruijn und Kautz Graphen. Ein Graph mit Durchmesser & hat diese
yoelf-routing” Eigenschaft, wenn fiir je zwei Ecken z und y ein Weg von = nach
y mit einer Lange < k nur aus Kenntnis dieser beiden Ecken bestimmt werden kann.

Zum Ende dieser Literaturbetrachtungen soll noch erwihnt werden, dafi auch Mo-
difikationen der verallgemeinerten de Bruijn und Kautz Graphen zur Netzwerkmo-
dellierung von Interesse sein konnen und auch betrachtet werden. Reddy, Pradhan
und Kuhl fiihren in [RPK80] als Variation des Gp(d,n) einen Graphen D, ein, der
aus dem Gp(2,n) hervorgeht, indem fiir gerade n die beiden Schlingen, die mit 0
beziehungsweise n — 1 inzidieren, durch je einen Weg von 0 nach n — 1 und von
n — 1 nach 0 ersetzt werden. Fiir ungerade n wird der D, durch Identifikation der
Ecken 0 und n — 1 im D,4; konstruiert.

D.Z. Du, D.F. Hsu und G.W. Peck fiihren in [DHP92] einen modifizierten
»Consecutive-d“ Digraphen G(d,n,q,r) ein. Die Ecken des G(d, n,q,r) werden wie-
der mit den Elementen des Z,, bezeichnet und zwei Ecken = und y sind durch einen
Bogen von z nach y verbunden, wenn y € {gz +r,...,q9z +r +d — 1 mod n}. Der
G(d,n,q,r) ist eine Verallgemeinerung der verallgemeinerten de Bruijn und Kautz
Graphen. D.Z. Du, D.F. Hsu und G.W. Peck modifizieren diese Graphen, indem sie
Schlingen ersetzen durch Wege, die die mit Schlingen inzidenten Ecken miteinander
verbinden (siehe auch [INS90]).

Es ist in der Regel leicht einzusehen, daB diese Modifikationen gegeniiber den ver-
allgemeinerten de Bruijn und Kautz Graphen Vorteile in Bezug auf Durchmesser,
Zusammenhang oder Hamiltonscher Eigenschaften haben; vor allen Dingen ist das

Verbinden der schlingentragenden Ecken in einem gerichteten Kreis und das an-
schlieende Weglassen der Schlingen eine naheliegende Modifikation.

S WS U IR N SN R U n N N D AR R R e .

Hiermit soll nun der Exkurs durch die Literatur iiber die verallgemeinerten de Bruijn
und Kautz Graphen beendet werden.
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2 Vierkreise

2.1 Einbettung von Produktgraphen

Im Folgenden soll die Frage untersucht werden, wann, das heifit bei welchen Pa-
rametern d und n, kartesische Produkte von einfachen, zusammenhdngenden und
nichttrivialen Graphen sich nicht als aufspannende Teilgraphen in den verallgemesi-
nerten de Bruijn Graphen Gp(d,n) einbetten lassen. Einige fur die Darstellung von
Netzwerken von parallel rechnenden Strukturen, wie zum Beispiel parallele Algo-
rithmen oder Parallelrechner, geeignete Graphen lassen sich als Produkt einfacher,
zusammenhdngender, nichttrivialer Graphen beschreiben. Beispiele hierfir sind Git-
ter, Hypercubes und Tor.

Fiir m > 2 und einfache und zusammenhdngende Graphen Gi,.--,Gm heifft G ein

kartesisches Produkt von Gy, ..., Gm, G = G1 X + -+ X G, falls:
o V(G)=V(G1) x -+ x V(Gm) und

o (Z1,.. 3Zm)(¥1y---rYm) EE(G) &= Fi€{l,...,m}:VyF#1:
z; = y; und z;y; € E(Gi).

Gilt fiir einen Graphen G: V(G) = 0 oder E(G) = 0, dann heift G trivial.
Mit P; soll ein einfacher Weg zo . ..z; der Linge 1 bezeichnet werden,

mit M(iy,...,im) ein m-dimensionales Gitter M(iy,...,im) = Pi; X .- ¥P;
und mit KI* ein m-dimensionaler Hyperwirfel K3* = Pr".

Statt |V (G)| wird meistens kurz |G| geschrieben.

In der Arbeit ,Embedding Cartesian Products of Graphs into de Bruijn Graphs*
von T. Andreae, M. Nélle und G. Schreiber ([ANS94]) wurde untersucht, bei welcher
Wahl von Parametern n und d sich Graphenprodukte nicht in den (gewdhnlichen) de
Bruijn Graphen B(d,n) als aufspannende Teilgraphen einbetien lassen. Sie zeigen,
daf fir m > 2 ein Produkt G = Gy X - -+ X Gm einfacher, zusammenhdngender und
nichttrivialer Graphen G; kein aufspannender Teilgraph des B(d,n) ist, falls:

e m=2 und n > d* ist,
e m =2 und n > d&® gilt, G, kein Weg ist und G, keine Ecke vom Grad 1 hat
e oderm >3 und n > d° gilt.

Im Vergleich zu gewéhnlichen de Bruijn Graphen haben verallgemeinerte de Bruyn
Graphen den Vorteil, daf sie sich auf beliebigen Eckenzahlen realisieren lassen.
Allerdings sind diese nicht so einfach zu handhaben, wobe: der Fall dln noch am
ehesten dhnlich dem der gewdhnlichen de Bruijn Graphen (n = d* ) behandelt werden
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kann, wdihrend der allgemeine Fall d fn einiger zusdtzlicher Betrachtungen bedarf.
Im gewéhnlichen de Bruijn Graphen B(d,N) = Gg(d,d") lassen sich die Ecken als
d-adische Zahlen darstellen: ¢ =< Tn_y,...,To >, sodaf jede Ecke y aus I''(z) eine
Darstellung y =< Tn_3,...,T0,0 > und jede Ecke w € I'"!(z) eine Darstellung
w=<0,zN_1,...,21 >, 0 €{0,...,d— 1}, hat. Diese Darstellungsméglichkeit gibt
es 1m verallgemeinerten Fall nicht mehr, findet aber fiir wachsende d-Potenzen, die
als Teiler in n vorhanden sind, eine zunehmende Anndiherung, wie in den folgenden
drei Aussagen zusammengefafit:

Sei k = [logan], ¢ = L1 wid', y = Y5 d yed® mit z;,y: € {0,...,d — 1} und es
gelte d™|n fir ein m > 0. Es qilt dann:

0+ =) zi_1d falls n = dF

g = {0 Z.—1 Ti_1d* + z_1d* sonst

-y = +0 = 29—y = +0O, falls m > 1, und z; = y; fir 1 <1 <m—1, falls m > 2
dz—y)=+0 = dz =dy, fallsm > 1, und z; = y; fiir 0 <1 <m-2, falls m > 2

Fir dfn lassen sich keine derartigen Aussagen ableiten.
An folgendem Beispiel soll nun verdeutlicht werden, daf in Bezug auf bestimmite

Graphenprodukte der Gg(d,n) mit d |n bessere Einbettungseigenschaften hat als der
gewohnliche de Bruijn Graph. .




Beispiel: Gilt d > 4, n > d* und ggT(d,n) = 1, dann 1st:

: Lot —1
M(2,7) C Gg(d,n) mit 5 > ( ) — 2d
d(d + )
Um dies zu zeigen wird eine Einbettung angegeben:
d=1(d=1)+(z-1)=-d" ' +z - - dz4+1=d(z—1)+d+1
dz+2 =< d=l4z
2d= 14z : > dz+3
dz+4 3d~ 4=z
¢ &
" ”
dz+(d—2) = d=1(d=3)+z
d=1(d-2)+z > dz+(d—-1)
d(z+1)+1=dz+(d+1) d=1(d—=1)+z=—d~ ! +(z+1)
f ' fir —3@in £ S @) rrers i
Die beiden Sprossen 77 +1 ¢ d(d+1) —dlund1— 75 ¢ d(d+1) —d™ Y, das ist

die erste und die letzte werden dabei weggelassen.
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Daf3 auf diese Weise die in der Leiter benachbarten Ecken auch in der Einbettung
in den Gp(d,n) inzidieren, ist klar.

Es bleibt noch zu zeigen, daf} in der obigen Einbettung keine Ecke mehrfach vor-
kommt. Dazu ist zundchst festzustellen, daf es in dieser Einbettung zwe: Typen von
Ecken gibt: den Typ dz +n und den Typ d™'n + z, wobet 1 < n < d—-1 und

d(d+1) <% =2 Em d(d+1) — 1 gilt.

o Aus dz, +m = dzo + 12 folgt d(zy — z2) = 92 — M1, da n > 2(2;_—1- +d-1).
Damit gilt dann: m, = 1o und =, = 22, da ggT'(d,n) = 1.

o Ausd™'n, + z, = d 'ny + z, folgt genauso m = 12 und T, = z,.

o Ausdz, +m = d 'ny + z, folgt d*zy — dz2 + dpy — 2 = 0 und damit:

ng=O,fall.90§d2x1—d:c2+d2—l <n oder 0> d*z, — dzy +d > —n.

n n
Da aber — < Z1,29 <

d(d+1) —dd+1)
Oﬁdzml—dm2+d2-1_<_d2(

— 1, gilt tatsdchlich

+d*—-1=n—-1<n

i )*dad ey

> d?g, — T o B Dk . 5
oder 0 > d?zy — dzo +d > dd(d+1) dd(d+1)+d n+d>-—n

Damit folgt dann no = 0, im Widerspruch zu den Voraussetzungen.

Zu bemerken ist an dieser Stelle noch, daf die zur Einbettung benutzten Vierkreise

samtlich vom (spdter definierten) Typ 1 sind.
Fiir die so eingebettete Leiter M(2, ) ist dann:

1 : n 2n(d — 1) _

Ist k > 5, so hat jede in den Gp(d,d*) eingebettete Leiter L hichstens die Linge
2d, also mazimal 4d Ecken (siehe [HOS92]).

kg 1 :
Damit gilt: -7;|V(£)| < 42,;_—_- mitn=d" .
Mit der eben beschriebenen Einbettung ist aber M(2,7) C Gg(d,d* £ 1) und
1 1
- T8 e U | gy e — d* e ol
n|V(M(2,]))| > 4(d dz) mitn =d* +1 odern=d" —1

Fir k = 5 und d = 5 zum Beispiel bedeutet das, daf in den Gpg(5,n) mit
n € {3124,3126} eine Leiter eingebettet werden kann, deren Eckenzahl den
22_ten Teil des de Bruijn Graphen betrigt, wihrend der Gg(5,3125) eine Leiter mat

hochstens dem g;g-ten Teil seiner Eckenzahl enthdlt.
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. 2.2 Vier Vierkreis Lemmata

Jetzt zu den Nichteinbettungsaussagen, die in der vorliegenden Arbeit hergeleitet
werden sollen. Wie in [ANS94] soll dies durch ein Studium der Vierkreise, das heifit
Kreise der Linge 4, erreicht werden, weswegen zum Beweis der beiden im uvierten
Kapitel formulierten Hauptsitze zundchst vier Lemmata tiber Vierkreise im verall-
gemeinerten de Bruijn Graphen Gg(d,n) formuliert und gezeigt werden.

Im Folgenden sei immer d > 2 und n > d*.

Definition 2 Sei d > 2,Gg(d,n) der (gerichtete) de Bruijn Graph vom Grad d
auf n Ecken und C := (z1,%2,73,24) C Gp(d,n) ein 4-Kreis. Ist k die Linge des
lingsten gerichteten Weges in C, so heifit C vom Typ k. '

Enthilt C eine oder mehrere Doppelkanten, dann gibt es Vierkreise Cy, .. .,C;, die nur
einfache Kanten enthalten, sodaff C =C,U...UC;. Gibt es dann ein 1 € 1,851
fiir das C; vom Typ k ist, so heifie auch C vom Typ k.

Enthdlt C keine Doppelkante und ist vom Typ k, so heifit C ein echter Typ k Kreis.

Typ 1: 1 — 2o 6— T3 —> T4 ¢ T}
Esist 2o =dz, + © =dz3+ O und z4 = dz; + © = dx3 + ©

Typ 2: Ty —> Top —> T3 ¢ T4 ¢ I3
Esist 2o =dz; + 0,24 =dz; + © und z3 = dz2 + © = dzy + ©

Typ 3: 2, — T3 — T3 —> T4 ¢— I3
Esist 2o =dz, + 0,23 =dz2 +© und 74 = dz; + © = dz3 + ©

Typ 4: ) — T3 — T3 —> T4 —* T
Esist 2, = dzs + 0,24 = dz3 + ©, 23 = dz2 + O und z; = dz; + O




Lemma 2.1 i) Gilt d|n, so folgt aus d(z — y) = +O : dz = dy.

1) Ist (z1,22,23,%4) ein Typ 1 oder Typ 3 Kreis im Gp(d,n),
so gilt : zy — z3 = +O und d(z; — z4) = 0O
oder d(z; — z3) = +0 und z; — T4 = £0.

denn: ¢) folgt aus Lemma 1.1 11).

11) Sei 0.E. T4 ¢— 1 — T2, also 4 = dzy + © und z; = dz; + ©.
Dann ist 24 — 2, = +0 und 3 — T4 oder T3 — T,
also T4 = dz3 + O oder z, = dz3 + © und damit d(z3 — z,) = £0.

Dafiir soll folgende Schreibweise eingefihrt werden:

Definition 3 Seim > 2,G = G; X - - - X G, ein Produkt einfacher,zusammenhdngen-
der und nichttrivialer Graphen und G C Gg(d,n).
= (V(G),E(Gp(d,n)) N E(G),D) heifit ein Schema von G, falls:

e D C V3G) und

o aus z,,z3 € D folgt, daf sich z, und z3 auf einem Vierkreis (z,,z3,Z3,Z4)
gegeniberliegen und d(z; — z3) = +0 und z; — z4 = O qilt.

Die Elemente aus D werden als dinne Linien dargestellt:

Ty —— T2

I \ | *=* d($1-$3)§:!:@‘und$2—$45:h@

L4 — I3

d(zy — z3) = 0 und z2 — z4 = +0
oder umgekehrt

folgt also N oder N oder &

Ist G C Gg(d,n) und S = (V,E,D) ein Schema, dann heifft G = S, falls es ein D

mit den genannten Eigenschaften gzbt

Fiir je zwet Paare gegentberliegender
/ i Ecken (z,,z3) und (z2,z4) in C gilt:
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Lemma 2.2 Der Gg(n,d) enthdlt keinen Typ 2 Kreis.

denn: Sei T, — Ty — T3 ¢— T4 +— =1 ein Typ 2-Kress.

Dann istdzo + @ = z3 =dzy + 0, 22 =dz, + © und z4 = dz, + O.

Also gilt : +© = d(z; — z4) = £dO und damit z; = Z4, dan > d* —1, ein Wider-
spruch. Lemma 2.2 kann als Spezialfall von Lemma 1.3 11) mit m = 2 betrachiet
werden.

Lemma 2.3 i) Gilt d|n, so ist jeder Typ 3 Kreis auch vom Typ I.
i) Giltn > d*+d—1 und:

Y1 =— o — y2 ® — y1<—— T
O e T R
Tie—— 2 —= T2 Yg e—— Pp—— & '

dann ist T, — 1 = 1.

denn: i) Sei z; — Ty — Tz —> T4 ¢— Ty €IN Typ 8 Krezs.
Dann gilt mit Lemma 2.1 1): dz, = dz3 und damat:
To = dz; + © = dzs + 0, also T3 — ;.

11) In beiden Fillen qilt: y; = dz,+0, yo = dz,+0, z, = dz+0 und z; = dz+0O.
Also gibt es einn € {—(d —1),...,d — 1} mit: £, — z2 = n und es st
y; — yp = +£O. Damit folgt dann: +t© =y, —y2 = d(z, —22) £ O = dn = © und,
dan>d>—1+d-1, also:n € {-1,0,1}.
Gilt nun: d(z, — z2) = 0, so folgt: ¢, — z = O mod n', 2, = 23 + zn/, wobet
2| < ggT(d,n). Aus +© = z, — z; = zn’ folgt dann z =0, dan 2 d?> und
damit: |zn'+d—1| < n—n'+d—1 < n—1. Es folgt z, = z2, emn Widerspruch.

Korollar 2.3.1 Sein > d°.

2) T 4
Gilt \N 4 GB(d, n), dann gilt: £, — T2 und yo — Y.

(71 Y2

ii)

¢ Gg(d,n).

v
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denn: i) Es gilt d(z; —y1) = 0 und d(z2 — y2) = £0. Set zundchst z; = dz, + O
und y1 =y + O (1) oder 2, =dz, + 0 und y, =y, + O (2).
Im ersten Fall folgt dann: +O© = d(z; — y1) = d*(z3 — y2) £dO = +dO + dO,
also dz, = dy,, denn es ist n > d°> > 2d®> —d — 1.
Daz),—y =d(z; —y2) £0 = +0 £ O gilt, folgt z, = y1, ein Widerspruch.
Die Betrachtung fir den zweiten Fall ist analog zum ersten.
Es sei nun 1 = dzo + © und y; = dy, + ©.
Ist 9 = dy; + O, folgt +O = d(z2 — y3) = +dO, also wie oben z3 = y,.
Ist y; = dz2+0, so folgt +O = d(z;—y;) = +dO also z, = y;, ein Widerspruch
in beiden Fillen.
Damit gilt die Behauptung von ).

11) folgt fast unmittelbar aus i):

! 1 Mit i) gilt: y; = dzy + © und y, = dz, + O.
\ ~ Daraus folgt: +© = d(y, — y2) = d*(z1 — ) £ dO

=d*(z; —z) + d*(z — z2) £dO = +d(0 £ © £ 0),
also, wie in i): y; =y, dan > d°® > 3d® —2d — 1,
g ein Widerspruch.

Lemma 2.4 i) Ist n > d*, so ist jede Ecke des Gg(d,n) in héchstens einem
Typ 4 Kreis enthalten.

1) Ist n > d°, so ist jede Kante des Gp(d,n) in héchstens einem Typ 4 Kreis
enthalten.

1) Ist n > d* und = eine Ecke eines echten Typ 4 Kreises im Gg(d,n), dann
inzidiert £ mit keiner Doppelkante.

w) Sein > d*, C = (z1,2,73,24) ein Typ 4 Kreis im Gg(d,n).
Dann gibt es kein x € {—d(d—1)+1,...,d(d—1)—1} mitd(z; —z3) = x
oder d(z2 — z4) = X.




P —

denn: i) Ann.: z; liegt auf zwei Typ 4 Kreisen. Dann gilt:

10)

2, = dz4 + O = 223 +PO = Pz, 400 = d*z; +190
und damit: (1 —d*)z, =0 = &0, + d*0; + dbs + 04 (O).

Mit z, sind nach Lemma 1.2 ii) 0y,...,04 und damit die restlichen Ecken
To, 3 und z4 eindeutig bestimmt, dan > d* — 1. :

Aus (O) folgt (1 — d*)z, — d30, = d*0, + ds + 04, d.h. mit z, und 6, also z;
und z, sind 0, 03,04 und damit wiederum der 4 Kreis eindeutig bestimmt, da
n>d —1 gilt.

Sei z1z, ein Bogen in einem Vierkreis C vom Typ 4, sodaf z, mit einer Dop-
pelkante inzidiert. Es gibt dann 0, und 0, mit (1 — d*)z, = db1 +62.
Damit: (1 — d)z; = d°0, + d*0; + db;, + 03, womit wegen n 2> d* folgt:
zo = dz1 + 0,. Es folgt schlieflich dz; + 0, = 2z, + dby + 0, = z,, C enthdlt
also eine Doppelkante und ist kein echter Typ 4 Kreis.

Ann.: Es sei d(z, — z3) = x mit x € {—d(d—1)+1,...,d(d = 1) — 1}. Da
sich £, und z3 auf einem Typ 4/ Kreis gegeniiberliegen, gilt: z3 = &z, +?0
und z, = d*z3 +¥0, damit (1 + &*)(z1 — z3) = +2© und also:

(1+ d®)x = (1 + d®)d(z; — z3) = +dPO.

Da |x| < d(d—1) gilt undn > (1 + d?)(d®> —d—1) +d(d* - 1) = d* —2d -1,
folgt (1 + d2)x =0 = 0 und damit, da (d* +1) keine Zahl aus {1,...,d* —1}
teilt, folgt x = 0 und (1 4+ d®)(z; — z3) =0, also z, = 3, da dz; = dz3, ein
Widerspruch.

Bemerkung 2.4.1 Insbesondere gilt fir je zwei auf einem Typ 4 Kreis sich ge-

geniiberliegende Ecken z, und z3 weder z, — z3 = +O noch d(z, — z3) = +0, falls
n > dt.

denn: Nach Lemma 2.4 iv) bleibt nur noch zu zeigen, daf nicht z, — z3 = +(d — 1)
gilt. Sei also ohne Einschrinkung z, — 3 = d — 1. Dann folgt aber wie im Bewess
von Lemma 2.4 w): 20 = (1 + d*)(z1 — z3) = (1 + d*)(d — 1), ein Widerspruch,
dan>d*>d®+d-2.
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3 Drei Propositionen

Definition 4 i) Sei G :=G) X...x Gy ein Produkt einfacher zusammenhdngen-
der Graphen und G C Gp(d,n).
Istl = maz|{j : Vo = (21,..-,Zm), ¥ = (¥1,---,Ym) € V(G) : ; = y;}|, dann
heift dim(G) = m — | die Dimension von G.

i1) Ein {-Kreis C in einem zweidimensionalen Gitter M heifit Eckkreis, wenn C
eine Ecke z mit Gradi, m(z) = 2 enthdlt.
Ist M ein 3 x 3-Gitter, dann heifit der Knoten z in M mit Grad;, m(z) = 4
Mittelpunkt von M und diejenigen Knoten mit Gradin M(z) = 2 Eckpunkte
von M.

Proposition 1 Seim > 2, G :=G; X ... X G C GB(d,n), wobei die G; einfache,
zusammenhdngende und nichttriviale Graphen seien.

i) Gilt m =2, n>d* und |Gi|,|G2| > 3, dann enthdlt jedes Gitter M(t1,t2) C G
einen echten Typ 4 Kreis hochstens als Eckkreis.
Ist n > 2d* + d® — 2d oder gilt n > d* und d|n, dann enthdlt G keinen echten

Typ 4 Krezs.

) Gilt n > d°, dann gibt es in jedem in G enthaltenen Hyperwiirfel H = K3
hochstens einen echten Typ 4 Kreis.
Gilt m > 3 und n > 2(d® — d* + d) oder n > d° und d|n, dann gilt fir je zwe:
gegentiberliegende Ecken z und y auf einem 4-KreisC C G: z —y = +O oder
d(z — y) = 0.

Beweis:

1) m=2, |G, |G2| >3, n>d

Sei C ein echter Typ 4 Kreis in G. ; Iy

FEs gibt dann ein 3 x 3-Gitter C C
M(3,3) mit C C M(3,3) CG. L Y
C1,Cy und C3 sind nach & Cs
Lemma 2.4 1) Typ 1 oder Typ 3 Kreise.
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Gilt d|n, dann ist mit Lemma 2.3 i) jeder Typ 3 Kreis auch vom Typ 1. Bes
jeder Wahl der C; als Typ 3 oder Typ 1 Kreise inzidiert damit der Mittelpunkt

von M(3,3) und damit der Typ 4 Kreis C mit einer Doppelkante im Wider-
spruch zu Lemma 2.4 111):

H B

Die Aussage fir den Fall d|n ist also bewiesen. Es gelte im Weiteren dfn.

Zundchst soll der Fall d = 2 betrachtet werden. Der Gg(2,n) hat den Hochst-
grad Gradmez = Gradin maz = Gradausmez = 2.

Aus den Lemmata 2.1 ii) und 2.2 folgt: Gilt 2(z, — z3) = %6,

fzz T3

so heifit das: | , WOTAUS

im Widerspruch zu Gradmaz = 2.

Daher gilt also: 2(z, — z3) = x mit x € {-5,...,5}. Daz, = d?’z3 +O und
2y = d?z3 +@0O mit d = 2 gilt, ist also 5x = (1 + d*)d(z, — z3) = +2%9, ein
Widerspruch fiir n > 2d* + d* —2d =32 > 31 = 25 +6.

Sei jetzt n > d* = 16 und der Typ 4 Kreis C kein Eckkress.

Set C = ($1,...,$4), ) 52211 +@, I3 §2$2+®, T4 52$3+@

und £, = 2z4 + ©. Es ist dann: 2(z; — z3) = x1 und 2(z2 — z4) = x2 mal
Ix1l, Ix2| £ 5. Damit folgt:

x2 = 2(zo —z4) =4(z1 —23) £20=2)1 £ 20. I
Damit folgt aber, da n nach Voraussetzung ungerade ist, ¢
(x1,X2) € {(£5,%5), (£3, +4), (¢2, 24), (£2,£2}}. Es ist 3
auch: x1 = 2(z1 — z3) = 4(z4 — T2) £20 = —2x2 = 20.

Dann folgt aber: £20 € {5,11,10,6}, ein Widerspruch.

Damit ist die Behauptung fir den Fall d = 2 bewiesen. Sei im Weiteren d 2 3.




A 'y :
c c |/
Es qilt nicht: \ oder |e |

denn: Da C' ein Typ 1 oder Typ 3 Kreis ist, gibt es ein

+- Yy -t S
- - m—

ne{-(d-1),...,d—1}, sodaf y = z, + 1.
Da zo = dzy + O und zo + n = dz3z + O, folgt: L : |
d(z; — z3) = n £ © tm Widerspruch zu Lemma 2.4 ). S wih |

e e L R L1 e
g ST : T

-

adm A s i el

'y 'y
C c\ T |
Also qilt: o oder |e— mit C = I 1 ‘
/ A T ge— T |
(1) (2) il

Es gibt also n,m,n2,9,91,92 € {—(d —1),...,d — 1}, sodaf Folgendes gilt :
im Fall (1) : d(zq — z3) = dn + 9, + V2 und
im Fall (2) :d(zy —z3)=d(m +m2) +9 .

: S — e e

Es gibt also in beiden Fillen ein x € {—(2d* —d —1),...,2d* —d — 1},
sodafl d(zy — z3) = x. Da C ein Typ 4 Kreis ist, gilt :

z3 = d*z; +90 = d%z3 + dx +P0O und dzs + x = dz, = Pzs + d?D
und damit: (1 + d*)x = +d(?®.

Aus Lemma 2.4 iwv) folgt andererseits: |
X ¢€{—-dld-1)+1,...,d(d =1) =1}, also |x| > d(d —1). | |
Istn>(1+d)2d? —d—1)+d(d® —1) = 2d* + d*> — 2d — 1, |
folgt (1 +d*)d(d —1) < d(d? —1), ein Widerspruch. G enthdlt in diesem Fall |
keinen Kreis vom Typ 4. 1

Sei im Weiteren d* < n < 2d* + d? — 2d — 1 und C kein Eckkreis.

Dann gibt es ein 3 x 4-Gitter, in dem C enthalten aber kein Eckkreis ist. Wie
oben gibt es fir je zwei auf C sich gegeniberliegende Ecken z und y ein

x € {—-(2d* -d—-1),...,2d> —d — 1}, sodaf d(z — y) = x gilt und

x| > d(d —1). Es gilt also: |
d(zy — z4) = x1 und d(z; — 23) = x2 mit d(d — 1) < |xal, |x2| < 242 —d — 1.
Damit ist: dx; = d*(z9 — z4) = d(z3 — 2, £ ©) = —x2 £ dO,

also dx; = —x2£dO, dan > d* > 2d® +2d®> — 3d - 1

=(d+1)(2d* —=d—1)+d(d —1) fird > 3 gilt. Genauso folgt:
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i)

dxs = d*(zy — z3) = d(z2 — 24 £ O) = x1 £ dO und dx2 = x; £ dO.

Da nun |x;| > d(d — 1) gilt damat:

?(d—1) <d|xi| =|—x2£dO| £ 2d* —d—-1+d(d—1) =3d* —2d -1 < 3d°.
Es folgt: d = 3, 18 < | — x2 £ 30| und 18 < 3|x1| < 20, das heifit: |x2| > 12
und |x1| = 6. Dann folgt aber 36 < 3|x2| = [x1 £30| < 6+ 6 = 12, ein
Widerspruch, da n > 81 = 3%. .

Damit ist der Teil i) von Proposition 1 bewiesen.

m > 3

Sei C ein 4-Kreis, dann gibt es einen
Hyperwiirfel H = K5 mit CCH CG.
Ist C vom Typ 1 oder 3, dann ist mit

Lemma 2.1 alles gezeigt.

Sei also C echt vom Typ 4.

Nach Lemma 2.4 i) sind dann
Ci,...,Cq Typ 1 oder Typ 3 Kreise.

H gehort zu einem der folgenden Typen :

(€)

denn: FEs gibt genau 2* = 16 Mdglichkeiten, in den vier C in H
umgebenden Typ 1 oder Typ 3 Kreisen sich jeweils gegeniberliegende
Ecken z und y durch die Beziehung d(z — y) = +© zu verbinden.
Die Typen (a), (B) und (€¢) reprdsentieren (durch Rotation um C)
jeweils vier, der Typ ({) zwei dieser Moglichkeiten und die Typen
() und (8) jeweils eine Weitere. Also ist jede dieser Moglichkeiten
durch die angegebenen sechs Typen reprdsentiert.




(1) H ist nicht vom Typ (o) oder (B)

denn:

Esistz=y+0©+0+0 und d(z —y) = +0.
Also +© = d(© £ 0 £ ©), ein Widerspruch.

(2) H ist nicht vom Typ () oder ()

denn: Wire H vom Typ (), enthielte H mit Lemma 2.1 i) vier
Typ 2 Kreise im Widerspruch zu Lemma 2.2. Sei also H vom

Typ (8). Dann gilt:
s B
oder ).

z+¢ y+n z4+( y+n

Also gibt es ein ¥ € {—(d—1),...,d — 1}
mit: d(z + ) +9 = dz = d*y + d©.
Da nun wegen Lemma 2.2 gilt: z + { =d(y +n) + O,
folgt: 9 = —d*n £dO, also ¥ =0, firn > d° — 1.
Mit d®>n = +d© folgt n = 0, ein Widerspruch.
(3) H ist nicht vom Typ (¢),
denn: Es gibt x,£ € {=2(d—1),...,2(d—1)} mit d(z, —2z3) = X
und £, — z3 = £. Es folgt: d€ = x, also £ = £1 und x = =d,
womit dann d(z, —z4) =2, — 23+ O =1 £ © und
d(zg — z4) = d*(z3 — 1) £ dO = —(2d?) £ dO gilt.
Damit ist: (1 + d?) = (29, ein Widerspruch.
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(4) Ist H vom Typ ((), dann gilt die Behauptung.

denn: Gilt d|n, dann auch dz; = dz3 und damit: o — z4 = +0,
womit die Behauptung gezeigt wdre. Gelte also d fn. Dann gibt
esemfe{-2d-1)+1,...,2(d=1)—1} mit z; —z4 =, da
sonst y; = y3. Es folgt:

—€§$4—$2 ‘=‘d(a:1 —.’273)21‘:6 Ed2($2-$4):td®ﬂ:@

= 26+020 und damit: (1+d?)¢€ = £PO. Ist n > 2d°*—2d*+2d—4,
folgt ¢ = 0, ein Widerspruch und damit die Behauptung fir
n > 2(d® — d* + d).

Es bleibt noch zu zeigen, daf fiir n < 2(d® — d* + d) jeder dreidi-

mensionale Hyperwirfel im Gg(d,n) hochstens einen Vierkreis
vom Typ 4 enthdlt.

Y3 Ya
Sei jetzt n < 2(d° — d* + d) X
und d($1 st 273) = '191 + 'L92,
Ty — T4 =M1 + M2 mal
77%’7191' € {—(d— 1)) . ,d—' 1}
Sei auch y; = x4 + 12 und
Ys = T4+ M.
Es gilt wegen Lemma 2.1 1i):
Yo — Y1 und Yys — Y3

Y2 (51

Es ist zu zeigen, dafl der Kreis (y1,¥2,Ys,Ys) kein echier Typ 4
Kreis ist. Sei also y3 — y; und y; — Ya.

Es ist dz,—19; = dyy = d®y3+dO und dz,—19, = dyy = d*y,+d0O,
woraus ¥, — V99 = d*(y1 — y3) £dO = d*(n2 — m) £ dO folgt.
Gilt |y — n2| < d — 2, dann auch 9, = ¥, denn es st

n>d —-d*+d-2.

Set also |my —n2| > d—1. Dann ist eber |g, + 12| < d—1, da sonst
fiir ein 1 € {1,2} 2|n;| > 2d — 1 folgen wiirde im Widerspruch zu
Ini| < d—1. Gilt |my + n2| < d -2, dann folgt ¥, = —v, mit
1+ 9, =d(z, —23) = d*(z2 —74) £dO = (1 +1m2) £ dO, da
n > d® — 1, also dy; = dys: die Behauptung.

Sei |m +n2| =d—1. Es gilt dann |, — 2| =d -1,

I’L91—'192| =d3—d2id(") und l‘!91+292| =d3—d2:l:d@

Damit folgt |9, — 92| > d und |9, + ¥2| > d im Widerspruch zu
19;| < d -1, womit die Behauptung gezeigt wdre.

Damit ist auch der Teil 1i) von Proposition 1 bewiesen. 0

29




{ f

Setm > 2 und Gy,...,Gm einfache, zusammenhdingende und nichttriviale Graphen,
Ti, ..., Tm aufspannende Teilbdume von Gy,...,Gn. Ist G = Gy X - -+ X G, Teilgraph
eines verallgemeinerten de Bruijn Graphen, so auch T =T; X --- X T,n. Es geniigt
also zu untersuchen, wann ein kartesisches Produkt von nichttrivialen Bdumen kein
aufspannender Teilgraph eines verallgemeinerten de Bruijn Graphen sein kann.

Definition 5 Se: T =7, X7, C Gg(d,n), Ty und T nichttriviale Biume und jeder
Vierkreis in T sei vom Typ 1 oder 3. Ein ungerichteter einfacher Weg W = zq - - - 21
heifit ein trennender Weg, wenn es fir jede Kante z;z;y; tn W zwei Vierkreise
(@, Tit1 Yis1, i) und (3, Tigs, zi41, 2) vom Typ 1 oder 3 in T gibt, sodaf

d(:c,- - y,'+1) = :i:@, d($g+1 - Z,‘) = +0 und z; — Zitl = :t@, Ti$1 =ly = +0O gz'lt.

Yidl ‘Tigl  Zigl

Set M C Gp(d,n) ein 3 x 3-Gitter. Ist z der Mittelpunkt von M und z,,..., 24
die Eckknoten, dann heiffit M vom Typ k, wenn fiir k Eckknoten z; gilt: z —z; = +0:

gafzzlzsge

1 2a 2b , 3 4 0

Da mit Korollar 2.3.1 ii) das Schema von M weder vom Typ 1 noch vom Typ 2a
ist, gibt es vier Typen mit jeweils eindeutig bestimmten Schema. Der Typ 2b soll im
Folgenden Typ 2 genannt werden.

Ist |[T1],[72] 2 3 und T = Ty x T2 C Gp(d,n), dann enthdlt T genau dann einen
trennenden Weg, wenn in T ein 3 x 3-Gitter vom Typ 2 oder 3 enthalten ist.
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Proposition 2 Seim > 2 und T := Ti X ... X T C Gp(d,n).

) Seem=2,n2 d* und |T1|,|T2| > 3. Ist W =z0o--- zk €in trennender Weg in
T, dann ist k < 5 und To # Tk-
Inzidiert zo beziehungsweise Ty nicht mit einem echien Typ 4 Kreis, dann gibt
es 1,7 € {1,2} mit Gradint;(Z0) = 1 und Gradin;(zk) = 1.
Gilt n > d4, |T1|,|Tz| > 3 und d|n oder d = 2, dann enthdlt T keinen trennen-
den Weg.

ii) Seim >3 und n > d°.

Dann haben alle Hyperwiirfel H = K3
mit H C T eines der beiden oder
nebenstehenden Schemata.

J (1) ~ (2)
Gilt n > 2(d® — d® + d), dann haben alle dreidimensionale Hyperwiirfel in T
ein Schema vom Typ (1).

Beweis

i) m=2, |Til,|Tal 23 und n > d*.
Jeder Vierkreis in T ist nach Proposition 1 vom Typ 1 oder 3, falls er kein
Eckkreis ist.

(1) Ist M3 vom Typ 2,

r —

so ist M3 = x//%mg und T1 — 23 = £1
e

denn: Die Ecken und Bégen von M3 seien wie in der nachfol-
genden Skizze bezeichnet.

Die in der Skizze mit (a) bezeichneten Bogen folgen unmittelbar
aus Korollar 2.3.1, ndmlich:

y =dz + 0 und z; = dy; + © fir:=1,2.

Aus der Annahme, es sei ¢ = dy + dd; + © firi=1,2, folgt:
und damit (; = 0. Da nun auch z, —z = 9, £ © — 9, gilt, folgt
z, = z, ein Widerspruch. Also gelten die mat (b) bezeichneten
Bégen:

y+l9,' =dz+0,1=1,2.
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Aus der Annahme y; = dz, + dn + © folgt:
9; = d(y; — y) = &®(zy — z) + d*ny £ dO und damit: 9; = 0, also
dyi =dy. Day; —y=d(zy —2z)+dp £0 = +dyy £ 0 gilt,
folgt
y; =y, ein Widerspruch. Dies impliziert die mit (c) bezeichneten
Baégen:

T1+m =22+ =dy; + 0,1 =1,2.

Aus T, +m = 22+ 12 folgt (o — (G = d(z2 — 21) = d(m1 — 12),
also (3 — (1 = +d und damit: ;; — ny = 1, also z3 — 1 = £1.
Aus der Annahme, es gelte dz; +© = y = dz, + O, folgt schliefi-
lich: +d = d(z; — z,) = +0O, ein Widerspruch. Mit Lemma 2.2
folgen dann ohne Einschrinkung die mit (d) bezeichneten Bogen.
Insbesondere gilt dann aus Gradgrinden d > 3.

y+J: o (b) .
(d)

(b ) o y+J;

dlz; —z) =(;
T d(xz - IL‘) — §2
d(y1 —y) =t
d(y2 —y) =V,
C;,’ﬂ,’ - {—-(d— 1),...,d—
n - Y2 fz’ir .= 1, 2
=z2+1m2
(2) Ist M3 vom Typ 3,
1

so ist M3 =

—g

denn: Es gelten wieder die Bezeichnungen in der nachfolgenden

Skizze. (a) folgt unmittelbar aus Korollar 2.3.1:
r=dz+0,z2+n=dz+0 undy =dz; + O fir:=1,2.

Gelte firi1=1,2: z; =dy + dd; + O,

dann wire (; = d(z;—z) = &*(y—2)+d*9;£d0O = d(9+d9;+0),
also (, =0 und, daz;—z=d(y—2)+x0 =9+ 0, auch z, = z,
ein Widerspruch.

Gelte firi1=2,3: 29 =dy+dd; + 0O,
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so auch (3 = d(z2—z)—dn = d*(y—z) + d*9; — dn+dO, (; = 0.
Mitzo—z—n=dy—2z)+dd;—n=x0, also

zo —(z+1n) =9 +dd; —n+ 0, folgt dann = = z +n, ebenfalls
ein Widerspruch. Damit folgen die mit (b) bezeichneten Bégen.
Auch hier gilt aus Gradgrinden d > 3, sodaf T fir d = 2 keinen

trennenden Weg enthadllt.

y+91 9

T+ d(xl a=h J:) — Cl
dly—2) =19
d(z2 — (2 + 1) = G

Z1

(b) »eV+V3

y+92 L (b)

T2

(3) Gilt d|n so enthdlt T kein M3 vom Typ 2 oder 3 und damit auch keinen

trennenden Weg.

denn: Wire M3z vom Typ 2, folgt mit den Bezeichnungen von
(1) aus Lemma 2.1 i): +d = d(z, — z;) =0 , ein Widerspruch.
Wire M3 vom Typ 3, folgt mit den Bezeichnungen von (2):

dz = dz + dn, also n = 0, wiederum ein Widerspruch.

(4) Ein trennender Weg in T hat hochstens die ungerichtete Ldinge 5.
denn: Sei W = zo---Zk, k > 3 ein trennender Weg in T.

o In{0,...,k} gibt es ein j, sodaf:
W=zg¢— 21— ...—Tj — ... — Ty,
W=z — ... — 2 oder W =zg ¢ ...+ Tp gill.
Sonst gibe es in W ein z;, sodaf z;_; — T; +— Ti41 C© W.
Und damit, da W ein trennender Weg ist, ein 3 x 3-Gitter
in T mait einem der folgenden Schemata :

N B9 HH G

Das steht im Widerspruch zu (1), Korollar 2.3.1
oder (2) mit Lemma 2.2.
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o Ist zg — 1 —> 2 C W, dann qilt zo — 5 = +£1 mod n.

Da W ein trennender Weg ist, ist o — T, — z, in einem
3 x 3-Gitter mit einem der folgenden Schemata enthalten:

V.,
— (a) (b)

Im Fall (a) folgt die Behauptung unmittelbar aus (1), im
Fall (b) aus (1) und den Lemmata 2.2 und 2.3 ii):

s

.

Ist W=z — ... — 2z, dann st k < 4.
Angenommen es set k = 5. W hat dann folgende Form:

T o”}y 6"‘>:z:+771—‘93—)y+r;2&>:t:+191—01->y+192.
Dabei ist ny,m € {—1,1} und 9,9, € {-2,2}. Es gilt also:
z+% =d*(z+m)+dlz + 0, und z +m = d?z + dbs + 04,

das heift: £+l =9, —n = &*n + d(03 — 0s) + 0, — 04.

Damit folgt: 9,,m >0 und 0, =603=0,0,=0s=d—1
oder: 191,7']1 <0 und 0y =03 =d— 1, 0y =05 =0.

Analog ist: 93,12 >0 und 0, =0, =0,03=0,=d -1
oder: ?.92,7]2 < 0 und 01 = 92 =d— ]., 03 = 04 = {}.

Es gilt demnach: 0, =0, =0, also: 03 =0 und 03 =d — 1
oder 0 =0, =d —1 und damit: 03 =d — 1 und 03 = 0.

In beiden Fillen ein Widerspruch.

Ein trennender Weg hat hichstens die ungerichtete Ldinge 5.
Set £, +— x93 ¢+— T3 — 4 — 5 C W. Dann gilt ohne
Einschrinkung: W Dz + 1 ¢ y &2z 2, ; 24

»yz —z—1
Also:z+1=d’z+db, + 0, und z — 1 = d%z + dI, + V4,
damit: 2 = d(0; —92)+0, —V,. Daraus folgt dann: 0;—9, = 1
und 0, — 9, = —(d — 2), da aus 0; = 9, folgt: y = z.

Fsist also z=y—1. Gilt 8, =0, dann ist ¥, = d — 2 und
t+1=dy, worausz=d(y—1)+d—-1=dz+d—1 folgt,
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also: z +— y.

Gilt, =1, dann 9, =d—1undz—1=dz+d-1=dy—1,
also: z =dy, ¢ +— z.

Ein lingster trennender Weg hat also folgende Form:
y—le—z+—sy—z+1—y+1—2z+2 oder
y+lée—z¢—y—z—-1—y—1—z—2 oder
y+le—ztlée—yé—z—yFl—zFl

Nach den vorangegangenen Betrachtungen hdtte sonst ein
lingster trennender Weg eine Linge grofer als 5 und wiirde
aus einem der drei genannten trennenden Wege durch
Anhdngen einer Ecke u hervorgehen. Dann wire also
u+—yF1lCW, woraus u =z F 1 folgt, also

st Fl=dyFl)+0. Mitz+t2 =d(y+1l)+ O folgt
+3 = +2d + O, +O = +(2d — 3), ein Widerspruch, da d > 3.

(5) Ein trennender Weg-ist kein Kreis. Wire ein trennender Weg W ein
Kreis, so konnen wir aus den obigen Uberlegungen schliefen, daff W
mindestens die ungerichtete Linge 8 hat. Denn mindestens vier kanten-
disjunkte Teilwege der (ungerichien) Linge 3 eines trennenden Kreises

ligen in einem 3 x 3-Gitter vom Typ 3.

(6) Sei angenommen, o inzidiere nicht mit einem echten Typ 4 Kreis und
Gradin1,(z0) > 0 und Gradin,(z0) > 1. Dann gibt es eine zu zo benach-
barte Ecke z, sodaf} z,z0z in einem in T enthaltenen 3 x 3-Gitter vom
Typ 2 oder 3 liegt. zo ist also kein Endknoten eines trennenden Weges.
Damit gilt Gradin1,(z0) = 1 oder Gradi, T,(zo) = 1, die Behauptung.
Die Betrachtung fir zj ist analog.

Damit sind die Behauptungen von Proposition 2 i) gezeigt.




i) m>3, n>d

Es gilt weder (1)

denn: (1) Ausz;+ (3 =zo+ (2
folgt: ¥ = d(z; — z1) = d((2 —

(2) Aus z + ( = y + n folgt
¥ =d(z—y) =d(¢—n),n=¢

z =y, emn Widerspruch.

Also:

noch (2)

also (1 = (2,1 = 4, ein Wzderspruch

Sei H = K5 C T ein Hyperwiirfel. Nach Proposition 1 enthdlt H héchstens
einen echten Typ 4 Kreis. Zundchst soll der Fall betrachtet werden, dafl fir
jeden Vierkreis C = (z1,...,24) in ‘H nach geeigneter Nummerzerung der
Ecken gilt: d(z, — z3) = +0 und To — T4 = 0.

O+ =204+

‘\.

Y=z

oder

und damat:

oder
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Es qilt nicht:

denn: Aus¥; =d(y — (z+ G)) =9 + d¢;

folgt: d¢; =9 + 9;, also ; = +1 (da {; #0) PEe

Es fOlgt '191 - 192 = d(Cg ot Cl) — ¢2d,

da (; # (3, ein Widerspruch. .
z+(2

Es folgt demnach: und damait
R
y+m
denn: Sonst gelte: d(my — n2) = 9, 4
m = 12, ein Widerspruch.
3 }y+n2

‘H enthalte nun einen Kreis echt vom Typ 4.

Im Beweis von Proposition 1ii)
wurde gezeigt, daf ‘H

mit dem nebenstehenden Schema
dargestellt werden kann.

Es gibt 191,'!93 = {—(d— 1),,d— ].} mat N = $4+191 und Yz = T4 +'l93
Aus der Annahme, es gelte d(yy —ys) = +0O folgt +0 = d(y, —y3) = d(J1 —V3)
und damit 9, = 93, also y1 = ya, ein Widerspruch. Da nach Proposition I
(y1, Yo, Y3, ya) nicht echt vom Typ 4 ist, gilt also: d(y2 — ys) = +0O und

Y, — y3 = +O, die Behauptung und damit die Proposition. a
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Definition 6 i) Sei G ein einfacher, zusammenhdngender Graph, z,y € V(G).
dinc(z,y) bezeichne die Linge eines kirzesten Weges von ¢ nach y in G
und fiir k > 0 sei die k-te Umgebung von = U% .(z) definiert durch:
Uk c(z) = {y € V(9) : dg(z,y) < k}.
Sind beziiglich des Graphen G keine Verwechslungen mdéglich, wird statt
dinc(z,y) oder U -(z) die Bezeichnung d(z,y) bzw. U*(z) verwendet.

) Seim > 2, T =Ty X ... X T, z,y € V(T) und k > 0. Eine Folge von
paarweise verschiedenen Ecken t = zo---zx =y mit ; € V(T) fir
1 € {0,...,k} heifit ein diagonaler Weg der Linge k von z nach y, wenn sich

fiir jedes 1 € {0,...,k — 1} z; und z;4, auf einem Vierkreis in T gegeniber-
liegen.
Proposition 3 i) Setm > 2, T1,...,Tm seien nichttriviale Biume und

T = Foc 388 T C GB(d,n).

Ist ~ C V(T) x V(T) definiert durch: ¢ ~ y gilt genau dann, wenn es einen
diagonalen Weg in T von z nach y gibt, dann ist ~ eine A quivalenzrelation auf
der Eckenmenge von T, die V(T) in genau zwei Aquivalenzklassen aufteilt.

i) Sein>d* und T =T, x T, C Gg(d,n) mit |T|,|T2| > 3.
Ist k > 1 und ¢ € V(T) so gewdhlt, daf kein z € U*(c) auf einem trennenden
Weg liegt, so gilt fir jedes x € U**'(c) z ~ c genau dann, wenn es einen
diagonalen Weg x = z¢---x; = ¢ einer Ldinge | < k + 1 gibt,
sodaff Vi€ {0,...,l =1} :z;41 — z; = O oder
Vie {0,...,l =1} : d(ziy1 — z;) = O gilt.
1) Sein>d m>3und T =Ty x - x Ty C Gp(d,n) .

Firk>1 und z,y € V(T) gilt z ~ y genau dann, wenn es einen diagonalen
Wegz =zg---2y =y, <d(z,y), ¢gibt, sodaf

Vie {0,...,0 =1} :zi4 —z; = O gilt, oder

Vie {0,...,0 —2}:d(zi42 — z;) = +x mit x € {0,...,2d},
beziehungsweise ¥i € {0,...,l—1} : d(ziy1—2z;) = £0 , falls n > 2(d°—d*+4d).
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Bewels:

1) ~ st trivialerweise eine A quivalenzrelation. So bleibt zu zeigen, dafi V(T)

in genau zwei Aquivalenzklassen beziglich ~ zerfillt. Als Produkt bipartiter
Graphen ist T bipartit. Seien A und B die Farbklassen von T und ohne Ein-
schrinkung z € A. Ist y ebenfalls aus A, dann ist jeder z-y- Weg von gerader
Linge. Sei z = zo---Tx = y ein Weg von z nach y und k gerade. Da ke:-
nes der T; trivial ist, gibt es fiir jedes 1 € {0,...,k — 2} in T einen Weg
TiTir1Tipe der Lange 2 mit 2;%;, Tip1&iv1, TivaZiv2 € B(T), sodaf sich z; und
Fiy1 und Ty, und Ty, jeweils auf einem Vierkreis gegeniberliegen. Also gilt
fiir jedes © € {0,...,k —2}: z; ~ ;41 ~ Tiya und somit ¢ ~ y, da k gerade
ist. V(T) zerfillt also in hichstens zwei Aquivalenzklassen beziiglich ~. (Siehe
auch [ANS94])
Ist y mit = durch eine Kante verbunden, dann ist jeder z-y-Weg von un-
gerader Linge, T enthdlt ja nur Kreise gerader Linge. Wire aber z ~ 1y,
dann gdbe es einen diagonalen Weg zo--- 2 von z nach y. z; und Ty,
i € {0,...,k — 1}, liegen sich dabei auf einem Vierkreis (u:, i, Uit1,Tit1)
gegentiber und mit T = ToUg - - - Tk—1Uk-1Tk = Y gabe es im Widerspruch zur
Bipartititit von T einen z-y-Weg gerader Léinge.

11) Gibt es einen diagonalen z-c-Weg, dann gilt nach Definition z ~ c.
Es gelte ¢ ~ ¢ und z € U**Y(c). Dann gibt es einen Weg W = zq-- -z,
|<k+1l, mitzg=2z, 1 =cund z; ~ Ti42 fir 0 <1 < [ — 2. M; sei ein
3 x 3-Gitter mit z; als Mittelpunkt.
Fiir jedes i € {1,...,l —1} ist M;U M4 = Ky X P und nach Proposition 2
ist jedes Gitter Mo, ..., M-, vom Typ 0 oder 4, da sonst ein z;, wobes
0 <1< [l-1, auf einem trennenden Weg liegen wirde. ’
Ist T;T;11Tir2 ein zweidimensionaler Teilweg von W, so gilt dann z; ~ Tiya.
Ist T;x;11Zi12 ein eindimensionaler Teilweg von W, dann gibt es fir z; eine
auf einem Vierkreis gegeniiberliegende Ecke Z;y, mit z;11%:y1 € E(T), sodaf
Ti ~ Tiy1 ~ Tiyz gult.

\ 4%
Ty LTk | Tk—1 ... &= %o
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Damat gilt fiir jedes gerade : < [ — 2 eine der beiden folgenden Aussagen:

(1) z; — Tit2 = £0, falls ;241212 ein zweidimensionaler Teilweg von W ist,
beziehungsweise z; — Tip; = 0 und Ty, — Tipg = +0O sonst, oder

(2) d(z; — Tiy2) = £0O, falls z;z;12;12 ein zweidimensionaler Teilweg von W
ist, beziehungsweise d(z; — Zi41) = 0 und d(Z;y; — Tip2) = +O sonst.

Da wegen  ~c W = zo...z; von gerader Ldnge ist, folgt die. Behauptung.

Zundchst sei angenommen, dafl sich x und y nicht auf einem Vierkreis ge-
geniberliegen. Sei = zo--- ) = y ein kirzester Weg W von z nachy in T.
Wegen z ~ y st zq- - - x; von gerader Ldinge.

Ist T;Ti41Tiy2 ein zweidimensionaler Teilweg von W, dann gilt z; ~ z;14. Lie-
gen sich z; und z;., auf einem echten Typ 4 Kreis gegeniiber, dann gibt es
einen Hyperwirfel H = K3, der z;z;11Tiy2 enthdlt und in H eine Ecke %44,
die nach Proposition 1 sowohl z; als auch z;,, auf einem Vierkreis nicht vom
Typ 4 gegeniiberliegt, sodaf z; — z;41 = +0O oder d(z; — z;42) = +O.

Sel T;Tiy1Tiy2 ein eindimensionaler Teilweg von W. Fir jedesi € {0,...,[—2}
sei H; = K3 ein Wiirfel in T mit z; € V(H;), sodaf z;z;y, eine Kante von H;
ist und HiNHip1 = K2, Fiir jedes z; gibt es nun auf einem Vierkreis gegentiber-
liegende Ecken %1, # Ziy1 € V(Hi), sodap ziy1Fi41 und Tip1Zie1 € E(7).
Gilt n > 2(d°> — d® + d), dann gilt fir je zwei auf einem Vierkreis in T sich
gegentiberliegende Ecken z und y: ¢ — y = 0 oder d(z — y) = +0, wie in
Proposition 1 gezeigt wurde. Mit Proposition 2 gilt dann:

fir jedes gerade 1 < | — 2 : z;— %41 = +0 und T;py — Tipo = 0
oder fir jedes gerade : <1 —2 : d(z; — Z;41) = +0 und d(Z;4; — Tip2) = £0.

Mit y; € {z;,%;} ist z = oy1Z2- - - Y121 = y der gesuchte diagonale Weg.

Es soll jetzt der Fall betrachtet werden, daff T Kreise echt vom Typ 4 enthidlt.
Gibt es fir jedes @ ein y;4q € {5:;+1,:§i+1}, sodaf sich sowohl z; und y;4, als
auch yiy1 und ziy2 auf einem Vierkreis vom Typ 1 oder 3 gegeniiberliegen, so
gilt wie oben

fiir jedes gerade 1 < 1 —2 : z; — yip1 = +0 und yipq — zi40 = 0
oder fiir jedes gerade 1 <1 —2 : d(z; — yit1) = 0 und d(yYiy1 — Tipz) = 6,

womit dann die Behauptung gezeigt wire.

Es sei jetzt angenommen, daf in H; U H;y, jeder diagonale Weg von z; nach
Tiy2 mit einer Ldnge kleiner oder gleich 2 iber einen echten Typ 4 Kreis fihrt.
Da nach Proposition 1 jeder dreidimensionale Hyperwiirfel hochstens einen
echten Typ 4 Kreis enthdlt und zwei Typ 4 Kreise mit Lemma 2.4 ii) keine
gemeinsame Kante haben, kann ohne Einschrinkung angenommen werden,
daf sich z; und &y, und Ty, und z;1, jeweils auf einem echten Typ 4 Kreis
gegentberliegen.
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Dann liegen sich sowohl z; und Ziv1, Tipr und $i4q als auch T4y und Tz auf
Kreisen vom Typ 1 oder 3 gegeniiber.

Sei zundchst angenommen, d(z; — Ziv1) Z +0. Dann gilt z; — Zir1 =0 und
Fip1 — Tizz = £0 und Tip — Tiya — T (1) oder z; — Tiy1 — Tit1 (2).
Sei z; beziehungsweise ziyo die auf einem Typ 4 Kreis Tiy gegentberliegende
Ecke, die zu z; bzw. z;+2 benachbart ist.

Tit1
Tit1 s Titly
¥4 4 Ti42
Zi42
T Tit1 Tit2 i1 Zi42 Zir1
d(a:,- e 5:.‘) ';‘L +© d(a:,- o™ 5:,') = +0

Fall (1)

Es gilt d(z; — ziy2) = +© £ © und, da B2z +20 = 7,1 = d?2z0 +90,

auch +O = d2(z; — ziy2) = £d(© £ 0), also d(z; — zi42) = £0O.

Da nun auch z = @z +@0 und 242 = d?zipq +20 gilt, folgt daraus

+0 = d(z; — zi42) = +d?0 und damit: dz; = dz;ys.

Aus (1) folgt dann z; — Ziyy und ziy2 — Ziv1, das heift:

+0 = d(i,‘.;.l — éi-{-l) = d(d(Z, - Z,'+2) + @) = :i:d@, also i,‘.{.l = %,’.{.1, ein
Widerspruch.

Gilt (2), so auch z; — z; und zi13 — Tiyz und damit T; = Tiya;, wiederum
ein Widerspruch.

Es gilt also d(z; — Zi41) = +O und damit auch d(Zi41 — Tip2) = 0.

Gilt T; — Tiy1, 50 auch zT;ys — Tiy1 und damat d(z; — ziy2) = 0, die
Behauptung.

Gilt ;41 — z:, dann auch T;y1 — Tiy2 und also z; — Tiya = +©. Da aber
+dO = d(z; — Tiy2) = (0 £ © £ 0) gilt, folgt d(z; — Tipz) = £X, wobe?

x € {d,2d}. |

Damit ist Proposition 3 iii) fir den Fall, daf sich z und y nicht auf einem
Vierkreis gegeniberliegen, gezeigt. |

Liegen sich  und y auf einem Vierkreis gegeniber, gibt es nach

Proposition 2 einen diagonalen Weg von z nach y mait einer Ldnge kleiner
oder gleich 2, der erwinschten Linge, womal dann alle Behauptungen von
Proposition 3 bewiesen waren. O
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4 Die Satze

4.1 Zwel Nichteinbettungssatze

Ist ein Produkt T = Ty X --- X Tn von nichitrivialen Bdumen ein Teilgraph des
Gp(d,n), so ldft sich, sind die Voraussetzungen der drei Propositionen erfiullt, auf
der Eckenmenge von T, beziehungsweise eines Teilgraphen von T, falls m = 2, eine
Aquivalenzrelation erkliren, die diese Eckenmenge in zwei Aquivalenzklassen II und
II4 zerlegt, deren Mdchtigkeit sich abschdtzen lifit. Hier zeigt sich ein Unterschied
der beiden Fille d|n und d fn: Fir eine Ecke ¢ € V(T) wird es in beiden Fillen
eine Abschdtzung [ILNU*(c)|, |IIy N U*(c)| < f(k) geben, wobei f(k) im ersten Fall
(d|n) eine Konstante ist, im zweiten aber linear von k abhdngt. Zundchst soll der
Fall d|n betrachtet werden.

Satz 1 (d|n) Seien n,m,d > 2, G :=G; X...XGn,wobe: die G; einfache, zusam-
menhdngende und nichttriviale Graphen sind. Es gelte d|n.

i) Istm >3 und n > d°,
i) m =2, |Gi],|G2| > 3 und n > d* oder
i) m =2 und n > d°,

dann ist G kein aufspannender Teilgraph des Gp(d,n).

Beweis: Sei firi € {1,...,m} T; ein aufspannender Baum von G;,
T=Tix:--xTn CGpld,n). Sei T C T; so gewdhit, daf T' =T/ x--- X T,}, nur
Vierkreise enthdlt, fir deren sich gegeniberliegende FEcken z undy qilt : z —y = +0
oder d(z — y) = +O und es fir alle z,y mit ¢ ~ y in T’ einen diagonalen Weg
T =2z Tk =y gibt, fir den gilt: Vi € {0,...,k—1} : d(z; — z;41) = +0O, also mit
Lemma 2.1 i) dz; = d:z:,-+1 oder V1 € {0, =L ,k — 1} T~ Tl = +0.

Fiir zwei Ecken z und y aus 7' mit x ~ y gilt dann: dz = dy oderz —y = +0,

da es, falls dz # dy, zu = beziehungsweise y benachbarte Ecken % und § gibt mit
dz = dy. Also z —y = d(Z — §) £ © = £0. Jede der beiden durch ~ definierten
Aquivalenzklassen von V(T') enthdlt somit hochstens d Ecken, sodaf |V (T')| < 2d

qilt.

e Gilt m >3 undn > d° oder m =2, |G1],|G2| > 3 und n > d*, so ist mit den
Propositionen 1, 2 und 3 fir T;' = T; die Voraussetzung fir die Vorbetrachtung
erfillt und daher: & < n = |V(G)| < 2d oder d* < 2d, damit d < 2, ein
Widerspruch.

38




o Sei jetzt m =2, n > d® und ohne Einschrinkung |Ga| = 2
Da nach Lemma 2.3 i) jeder Typ 8 Kreis auch vom Typ 1 ist, gilt fir jeden
Typ 4 Kreis in T :

wal T me T

Denn sonst inzidiert nach Lemma 2.3 i) der Typ 4 Kreis im Widerspruch zu
Lemma 2.4 ii1) mit einer Doppelkante.

(2) T enthdlt hochstens einen Typ 4 Kreus

denn: Mit Lemma 2.4 i) haben zwei Typ 4 Kreise in T keine ge-
meinsame Ecke. Seien (z,,z3,2Z3,%4) und (Y1, Y2, Y3, Ya) 2wet Typ 4
Kreise, zwischen denen nur Kreise vom Typ 1 oder 3 liegen. Es gibt
dann 1,7 € {1,...,4}, sodaf mit Lemma 2.3 i) dz; = dy;, ohne
Einschrinkung 1 = j = 1. Weiterhin gibt es nun 0,,...,04 und
9y,...,94, sodaf: (1 —d*)z; =d°6, + ...+ 04 und

(1 —d¥)y, =d°9; + ...+ Y4, also:

Fiirn > d° — d ist also 0; = ¥; fiir jedes1 € {1,...,4},

die beiden Typ 4 Kreise sind modn’ gleich. Aus (1) folgt nun (nach
geeigneter Nummerierung der Ecken in den Typ 4 Kreisen):

To —yz = +0, sodap die beiden Typ 4 Kreise modn gleich sind, also
(z1, T2, T3, T4) = (Y1, Y2, Y3, Y4) Gilt, was die Behauptung (2) bewesist.

Enthdlt T C Gg(d,n) nur 4-Kreise vom Typ 1 oder 3, dann gilt:
(3) [V(T)| < 2d(d* —d +1)

denn: Sind C und C' C T zwei 4-Kreise mit gemeinsamer Kante,

dann ist: CUC' = M oder CUC' = M\]
(a) (b)

Im Fall (a) ist die gemeinsame Kante eine Doppelkante

(Lemma 2.8 i)). Tritt in einem T' =T X T; mit zusemmenhdngen-
den T! C T; nur der Fall (b) fir jeweils zwei solcher 4-Kreise mat
gemeinsamer Kante auf, so ist [V(T")| < 2d. Da nun der Gp(d,n)
héochstens d(d — 1) Doppelkanten enthdlt, gilt:

V(T)| < (d(d — 1) +1)2d = 2d(d* — d + 1)

39




- o — __ — _ § — - - — - i ! ry .

Mit (1), (2) und (8) folgt schlieflich: d° < |V(T)| < 4d(d* — d + 1), damit
d < 2, ein Widerspruch. Damat ist Satz 1 bewiesen. O

Die Aussage von Satz 1 kann in naheliegender Weise erweitert werden. Wird als
Voraussetzung zusdtzlich |G| > 2d, falls m > 3 und n > d° oder m = 2, |Gy, |G2| > 3
und n > d* , beziehungsweise |G| > 2d(d* —d + 1), falls m = 2 ind n > d° gilt,
gefordert, ist G ¢ Gp(d,n), wie aus dem Beweis von Satz 1 hervorgeht.
Gilt also m > 3 und n > d°

oder m = 2,|Gy|, |G2| > 3 und n > d* und ist |G| > 2d

oderm =2, n > d° und |G| > 2d(d* —d + 1),
dann ist G kein Teilgraph des Gg(d,n).

Als ndchstes soll der Fall d fn betrachtet werden. Zur Vorbereitung von Satz 2 bedarf
es noch der Einfiihrung weiterer Begriffe:

Definition 7 Sei G ein einfacher, zusammenhdngender Graph, z € V(G).

i) Die Tiefe tg(z) von ¢ in G wird durch
te(z) = min{k : = = zo-- -z ist ein einfacher Weg mit Grad(zr) = 1 oder
To = =} definiert. |

1) Fir z € V(G) bezeichne e(z) := maxyev(g){d(z,y)} die Exzentrizitdt von z.
FEine Ecke z € V(G) mit minimaler Ezzentrizitdt heifit ein Zentrum von G.
Die mazimale fiir eine Ecke in G auftretende Ezzentrizitdt heifit Durchmesser

von G, diam(G) = max, ev(g)1d(z,y).

1) Ist G =Gy X -+ X G , m > 2, ein Produkt einfacher, zusammenhdngender,
nichttrivialer Graphen und g; = |G;| fir:+ € {1,...,m} , dann ist das zu G
gehorige Gitter Mg durch Mg = M(g1,...,9m) defintert.
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Satz 2 (dfn) Seim > 2,die G; einfache, zusammenhdngende und nichttriviale Gra-
phen und G := Gy X ... X Gm. Es gelte d [n. Gilt:

i) m=2, n>d* und gibt es eine Ecke c = (c1,¢c2) aus V(G) und
fiir i = 1,2 jeweils ein gerades ki, 4 < ki < tg;(c) — 1 mit k = max{ky, k2}
und |R¥*2(c)| > 4k(d — 1) + 99T (d,n) + 1, , wobez
RF1#2(c) := Uk, 5(¢) N (U g, (e1) X U326, (c2));

ii) oder m > 3, n > 2(d® — d® + d) und es gibt ein gerades k und eine Ecke
¢ € V(G) mit |[U*(c)| > 4k(d — 1) + ggT'(d,n) + 1,

i) oder m >3, n > d® und es gibt ein gerades k und eine Ecke c € V(G) mit
|U*(c)| > 2k(2d — 1) + ggT'(d,n) + 1,

dann ist G kein Teilgraph des Gg(d,n).

Beweis: Set m > 2, G = G; X ... X G mit nichitrivialen, einfachen und zusam-
menhdngenden Graphen G;, 1 <1 < m, c = (c1,..-,cm) eine beliebige, aber von
jetzt an fest gewdhlte Ecke von G. Sei firi € {1,..., m} T; beziglich c; ein kirzeste
Wege Baum von G;, das heifit ein aufspannender Teilbaum mat Wurzel ¢;, in dem
jeder Weg von der Wurzel zu einem beliebigen Knoten en kirzester Weg in G; ist,
T :=T: X ... % T. Es geniigt zu zeigen, daf unter den Voraussetzungen des Satzes
T kein Teilgraph des Gg(d,n) ist. Es sei angenommen, T C Gp(d,n).

Zundchst ein paar Vorbetrachtungen:

Es gilt: (1) U%, 7(c) = Ug, 6(c)

denn: Daf U* .(c) C Uk ;(c) gilt, ist trivial. Fiir die andere Richtung
sei z € UK 5(c) beliebig. Dann gibt es einen kirzesten Weg von c nach
z in G einer Linge | < k. Haben kirzeste Wege in G; von ¢; nach z;
die Linge l;, dann ist l; + ...+l =1, da zwet in G benachbarte Ecken
sich in genau einer Komponente j unterscheiden und c; und z; in G;
benachbart sind. Da nun die T; kiirzeste Wege Biume beziglich c; sind,
gibt es in jedem T; einen Weg von c; nach z; mit einer Linge < l; und
also in T einen c-z- Weg einer Linge | < k. Damit gilt die Behauptung.

" Es sei zundchst angenommen, in T C Gp(d,n) ist jeder Vierkreis vom Typ 1 oder 3.
Mit den Propositionen 2 und 3 teilt ~ die Eckenmenge V(T') in zwe: A quivalenzklas-
sen, die im Folgenden mit II und Il bezeichnet werden sollen. Ohne FEinschrinkung
sind zwei Ecken z,y € T genau dann in II, wenn z —y = 0. Sei ¢ zu ¢ n < &
benachbart und ohne Einschrinkung ¢ € Iy und ¢ € I1, es ist ja c # ¢.
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Sei weiterhin k eine gerade natiirliche Zahl und z € U*(c). Trivialerweise gilt
d(z,c) < k und d(z,¢) < k+1. Ist z % ¢, dann gilt T ~ & und d(z,&) ist gerade.
Wire d(z,¢) > k, dann d(z,¢) > k + 2 und damit d(z,c) > d + 1 im Widerspruch
zu z € U*(c). Es gilt also U*(c) C (U¥(c) N II) U (U*(c) N I1y). Fiir jedes = aus
[INU*(c) gilt z ~ & und d(z,&) < k, denn k ist gerade. Also ist z € U*(&)NII und:

U*(c) C (U*(@) nII) U (U*(c) N 1Iy).
Ist k = max{e(c),e(é)}, dann gilt auch dann, wenn k ungerade ist,
V(T) = UE(c) = (UD(&) N IT) U (U (c) N IL,).

Es sei im Weiteren m = 2, n > d* und |T1|,|T2| > 3 oder m > 3 und n > d®. Sei
z € Uk(c).

e zcll
Nach den Propositionen 2 und 3 gibt es einen diagonalen Weg é = zq - - -
mitl <k undVie€ {0,...,l—1}: z; — z;41 = +©. Damit gilt aber

Z

(2) x — ¢ = x mit einem x € {—k(d—1),...,k(d—1)}

- Fir ein festes ¢ hat (2) hochstens 2k(d — 1) Lésungen fiir x # ¢,
ist also |[U*(c) N | < 2k(d — 1) + 1.

e z €Il und n > 2(d® — d? + d)
Wiederum gibt es nach Proposition 2 und 3 einen diagonalen Weg
c=zo--oy=z mitl <kundVi€{0,...,l -1} : d(z; — zi41) = +0. Damit
gilt aber d(z — c) = x mit einem x € {—k(d —1),...,k(d — 1)} und damit:

(3) z—c=d 1y

mit einem x' € {O,...,kd’—- I'g.q—’."%)']} U{n’ — kd' + I-m.—'(f‘,—n)] yeeo,n — 1}.
(3) hat héchstens kd' — [”—T’&,—n)] +14+n"—-1—-(n'—kd + [g'g'TL(&,'E]) -1

= 2kd’' — 2[;9—7.%] + 1 Lésungen fir ¢ modn’, also hochstens

2kd — 2¢gT(d, n)[E-T'(‘d—m)] + 99T (d,n) < 2k(d — 1) + ggT'(d,n) Lésungen
modn. Damit gilt |[U*(c) N [I4] < 2k(d — 1) + g¢gT'(d, n) und

[U¥(c)| < 4k(d — 1) + ggT(d,n) +1 , falls n > 2(d® — & + d).
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o z €Il undn > d°
Mit Proposition 3 gibt es einen diagonalen Weg c = zo-- -2 = = mal [ < k.
Ist | gerade, dann gilt fir jedes i aus {1,...,1 — 2}: d(z; — Zit1) = O oder
d(z; — Tiy2) = £Xi oder d(Ti—1 — Tip1) = +x; mit einem x; € {0,... ,2d} und
es gilt: d(z1—y — 1) = +O oder d(z1-2 — T1) = +X1-1 beziehungsweise
d(zo — 1) = +O oder d(zo — z2) = X0 M1t Xo, X1-1 € {0,...,2d}.
Das heifit, da k gerade, d(z —c) = x mit einem x € {—kd,..., kd} und damit:

(4) ¢ —c=d"'x' mit einem x' € {0,...,kd}u{n’ —kd,...,n" =1}

(4) hat nun modn’ héchstens kd' + 1+ (n' — (n' —kd')) = okd' + 1 Lésungen,
also |U*(c) N II4| < 2kd + ggT(d,n). Damat ist:

|U*(c)| < 2k(2d — 1) + ggT(d,n) + 1.

i) Seim =2, n > d* und es gibt eine Ecke c = (c1,¢c2) aus V() und fir: = 1,2
jeweils ein gerades k; mit 4 < k; € tg,(c;) — 1 mit k = max{ki, k2} und
Ao (c)] > 4k(d — 1) + 9gT(d,m) + 1,
wobei RV (c) = Uk, 5(c) 1 (Uki g, (e1) x Ut (c2))

Ist C ein Vierkreis, dessen alle vier Ecken in R*1/*2(c) enthalten sind, so ist C
vom Typ 1 oder 3 und enthdlt keine Kante eines trennenden Weges.

denn: Seien alle vier Ecken von C in R*'*2(c) enthalten, M ein

(2ky +3) x (2k; +3)-Gitter mit Zentrum ¢ undC C M C T, welches
existiert, da es nach Voraussetzung in jedem T; einen Weg der Linge
2tr.(¢;) > 2(ki + 1) mit Zentrum c; gibt. Da nach Proposition 1 T
und damit auch M Typ 4 Kreise hochstens als Eckkreise enthdlt und

nach Proposition 2 trennende Wege eine Linge kleiner als 6 haben,
geben die dick

gezeichneten Linien
in der Skizze rechts
alle Méglichkeiten
fiir trennende Wege
in einem Quadranten
von M wieder.

Da 4 < k; < t7.(¢;) — 1, folgt die Behauptung mit Proposition 3 i).

Aus den Vorbetrachtungen folgt nun |[R¥1*2(c)| < 4k(d — 1) + ggT'(d,n) +1,
im Widerspruch zur Voraussetzung .

ii) Seim >3, n > 2(d®—d?+d) und es gibt ein gerades k und eine Ecke c € V(G)
mit |U*(c)| > 4k(d — 1) + ggT'(d,n) + 1.
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Mt Proposition 1 und 2 und den Vorbetrachtungen folgt :1m Widerspruch dazu
|U*(c)| < 4k(d — 1) + ggT'(d,n) + 1.

i41) Sei schlieflich m > 3, n > d° und es gibt ein gerades k und eine Ecke c € V(G)
mit |[U*(c)| > 2k(2d — 1) + ggT'(d,n) + 1.
Auch hier folgt mit den Propositionen und den Vorbetrachtungen
|U*(c)| < 2k(2d — 1) + ggT'(d,n) + 1, ein Widerspruch.

Damit sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. 0

Fiir d = 2 lassen sich die Aussagen von Satz 1 und 2 noch ein wenig verbessern.
Da dieser Fall fir die Anwendung von de Bruijn Graphen als Modell fir Netzwerke
von besonderer Bedeutung sind, sollen diese Ergebnisse in einem weiteren Korollar
erwdhnt werden.

Korollar 1 (d=2) i) Istn > 16 und sind G, und G, einfache, zusammenhdngen-
de und nichttriviale Graphen, dann ist G, X Gy kein aufspannender Teilgraph
des Gg(2,n).

1) Gilt obendrein fir g; = |G;|:
g1 > g2 >3 und g1g2 > 2(g1 + g2) + 7 oder g1 > 14 oder g3 2> 6,

dann ist G, X Gy kein Teilgraph des Gg(2,n).

denn: i) Fiir jedes d > 2 liegt 0 nicht auf einem Typ 4 Kreis, falls n > d*, da sonst
0 = (1 —d*)0 = +“D gelten wiirde und damit +*® = 0. Jede Ecke in diesem
Typ 4 Kreis wdre dann gleich 0. Gilt G x K3 C Gp(2,n), dann liegt also die
mit O bezeichnete Ecke auf einem Vierkreis vom Typ 1 oder 3. Damat ist aber
Grad;»(0) = 2 oder Grad,.s(0) = 2, ein Widerspruch, da 0 mit einer Schlinge
inzidiert.

1) Da g1,92 > 3, istm = 2. Istn > 16 und erfiillen g, und go die Voraussetzungen
des Korollars, dann gilt g1g, > 2(g1 + g2 + 2) + 3 und fir jedes Zentrum c von
G1 X Ga: '

U1+ (c) = U’(")(c) = V(G x Ga)
wnd g2 > Ao + 2 +2) +3 22| 2] + [2])2 - 1) + goT(2m) +1
Also ist dann G ¢ Gg(2,n).
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4.2 Einige Abschatzungen

Zum Schluf sollen noch ein paar hinreichende Bedingungen fir Graphenprodukte
gefunden werden, die die Voraussetzung von Satz 2 erfillen. Sei im Folgenden fir
ein Produkt G = Gy X --- X G, einfacher, zusammenhdngender und nichttrivialer

Graphen g; = |G;|, T; C G; aufspannende Biume, Tg = Ty X -+- X Tm und Mg das
zu G gehorige Gitter.

Lemma 4.1 Se: T = T; X -+ X T ein kartesisches Produkt einfacher Bdume.
i) Fiir alle z,y € T ist din7(2,y) = Liny dinT: (T4, ¥i)-

i) ¢ = (¢1,...,Cm) st genau dann ein Zentrum von T, wenn fir jedes 1 ¢; ein
Zentrum von 7T; ist.

i41) Ein Baum hat hochstens zwei Zentren und fiir ein Zentrum c eines Baumes T:

ist diam(7;) € {2¢(c), 2e(c) — 1}.

denn: i) In einem kartesischen Produkt einfacher, zusammenhdngender Graphen
G =Gy X+ XGn unterscheiden sich zwei benachbarte Ecken z = (21,...,Zm)
und y = (y1,...,Ym) in genau einer Komponenten j, wobei dann z; und y; n
G; benachbart sind. Fir je zwei Ecken z und y gibt es daher genau dann einen
Weg der Linge |, wenn es fir jedes 1 € {1,...,m} einen Weg der Ldnge ;
von z; nach y; gibt und Y-, l; = |. Damit folgt die Behauptung.

11) folgt unmittelbar aus zu 1).

111) folgt durch Induktion aus der Beobachtung, dafl ein Zentrum eines Baumes
Zentrum bleibt, wenn dem Baum alle Bldtter entfernt werden. (Siehe [J94])

Definition 8 Seien (X;,6;) und (X, d,) metrische Riume. Gibt es eine injekti-
ve Abbildung ® : X; — X,, sodaf fir je zwei Elemente z und y aus X, gilt:
52(®(z), ®(y)) = 61(z,y), dann heift X, isometrisch in X, einbettbar. Ist obendrein
® bijektiv, dann heiflen X; und X, isometrisch.

Sei fiir ein gegebenes m und | wie folgt ein metrischer Raum definiert:

Xmi=(Z' x {0,1}™,8) mit

m—{

| l
(Y155 - s8Il Bagnc s sOmat I35 L2 500215 D1y « -+ 1 Do) ) 55 Z ly; — 2| + Z la; — b;|.

=1 s=1
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Mit KF , werden dann in X, folgenderweise k-Kugeln um 0 definiert:

Knitme = (o1 ,:cz?(al,. siaillon-1) L. 0(2,0). < ki

m—I|
Es ist dann: KE | = {z = (21,...,21,(61,. . -, Gm-1)) Z |zl + D ai < k}.
, =1 =1

Lemma 4.2 1) Fir alle k > 0 und Zentren c € V(Tg) gibt es eine Bijektion
® : V(Tg) «— V(Mg), der Eckenmengen, die c auf ein Zentrum von Mg
abbildet mit |U%, 1_(c)| > |Uf, pr.(2(2))]-

i1) Sei Mg als metrischer Raum definiert mit der Linge d(z,y) eines kiirzesten
Weges zwischen zwei Ecken x und y als Metrik. Dann ist Mg isometrisch in
(Xn,8) einbettbar. Ist ¢ ein Zentrum von Mc;, gt vJ C{l,...,m}
[U% ro(e)| > K5, ], falls 1 < k < minjes| 2]

z'z'z')EsistV0<l<m.|K |—1\7’0<k<m-|K ol = f-o(T)
Vk>m : |KE ol =2" und‘v’1<k LS m |K ,I—Z IKm,_I

z’v) Ist ¢ ein Zentrum von Tg, so gilt V(G) = UlF1+-+31(c).

denn: i) Um dies einzusehen, sollen die Ecken von Tg und von Mg wie folgt numme-

riert werden: Sei firi € {1,...,k}, j € {1,...,k}, k < |G|, und ein Zentrum

¢ von Mg k; = |{z : dTG(c,x) =1}| und m; = I{:c dpmg(z,€) = 7} - Mit

Lemma 4.1 i) ist dann fir jedes: < k : k; > m;, da

Gradmez(Me) < Gradmez(Tg). Damat lift sich eine Bijektion |

® : V(Tg) — V(Mg) konstruieren, sodaf fir jedes x € V(Tg) gilt:
din16(2, ¢) < dinno(®(2), ®(c)). Dann gilt [UF, 1. (c)| = |@(UL, 5())l,

also k > k. Es folgt: UX. M (2(c)) € ®(Uf, 1,(c)), die Behauptung.

mn TG

ii) Esist Mg = Py, x...xPyxKP™, g > 3. Fiirz = (z1,...,%1,(81,- - - y Gm-1))
und y = (Y1,---, Y1, (b1, - -, bm—t)) mit z;,y; € V(Py,) und (a4, -..,am-1),
(b, .. m-z) e V(K™ ist dann nach Lemma 4.11) :
d(z, y) iz1dp, (75, y:) + Tiny' d m-z(a,,b) Se: J C {1,...,m} eine In-
dezmenge, mit der geforderten Ezgenschaft, = (c1,---,Cm) ein Zentrum
von Mg und ohne FEinschrinkung g > ... > gm, also J C {1,...,l}. Da
Vie J:k < |%2] und damit k < e(;) firi € J C{1,...,1} gilt, ist
B i Mc( c) C V(Py, X ... x P, x Kp™") und U, M (€) isometrisch zu K5 |
mit einer Isometrie, dze ¢ auf die 0 abbildet und jede Ecke aus U*(c) auf
z = (dp,, (c1,21),- .,dp, (ci,21),b1, .- ,bm=t). Da nun k > 1 und fiir jedes
1€ J qilt g; > 3, folgt mit Lemma 4.2 z) die Behauptung.
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m—I

ii) Es ist: Ko, = {(z1,---, 21, (a1, -, Gm-1)) Z lz;| + Z a; <0} ={0},

=1

K:‘,Oz{(al,...,am):ia; Sk} = U{(al,...,am):ia; =7}

g1 1=0 ¢=1

k
und damit: |KE ol = (T) falls k < m, und |K}, o| =2™, falls k > m.

1=0

m—|
Schlieflich gilt: K5, | = {(xl, s SaT et yGwei)): Z |zl + D ai < k}

=1 t=1

S m—|
=Uj=0 {(ml,...,a:;,(al,...,am_l)) |zi| = 7 und Elx,l +> a;<k- J}

=1 =1

T m—l1
=Uj=0 {(xl,...,xl,(al,  Gm-1)) : Ty = 7 und Z |z + > ai <k — ]}

1=1 t=1

ot o8 m—|
UUJ.=1 {(271,. o .,x;,(al,...,am_,)) = -’] und ; Ixtl 4 z; a; < k — }

k .
Damit ist dann : |Kfn,| 5 |K,kn'_f1 -1l + z IKfn—__’1 j3

1=0 =1

- Z(|K ) 1| + |K3n-}1 1-1|) ¥ |Km-1 fd |

=1

m—I{+1
Weiterhin gilt: K5, , = {(xl,...,:z:;..l,(al,...,am_,_,.l Zlm,|+ Vi < k}

=1 1=0

m—
= {(ml,. (e y Bl (al,. x .,am_l, Z lxt‘ + Z aq S k}

=1 1=0

U {(:z:l,...,:z:,_l,(al, Bt LA Z |z;] +nila, <k- 1}

s==1 1=0

also: |K " 1| il lKk - - 1| - = |Kk— 11—1|
DamZt 1st: IK ll = ;F:l(IKJ —1,l—l|+IKJ 11[ 1|)+IKO -1,l— ll Sl ZJ—O le Pt l

iv) Die Behauptung gilt, da mit Lemma 4.1 1) und i) &(c) < Sy ],
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In der folgenden Betrachtung sei stets m,d > 3, n > d® und ohne Einschrinkung

gl & > 9m -
Die Rekurszon von Lemma 4.2 1i) gestattet es, einen ezpliziten Ausdruck fir

K%, |zu finden: Sei B w1 fiir k < m definiert durch:

1 k m - k
Bro=) || uwndB:, =3B

1=0

Dann ist fir k <m: |K¥ =B ,—ZZ ui( )

t10=01,=0 1;=0

Fir k > m ist dann: |K* =B S Z K, el

t=m+1

k 1 .
= Bp + (k—m)Bm, + Y ( > |K::;;;_2)

y=m+1l \3j_1=m+1
; k ] 12
=By + (k—mBC 4o+ (k-m}BR, 4+ 5 3 ... 2. Kol
ny=m+1 1 =m+1 =m+1

k-m 1 2
=Bn i+ (k-m)Bn, _,+--+(k-m)Brg+2™ Y 3 ...3 1

=1 =1 =1
2m
= B +(k=m)By,_,+---+(k—m) B o+ l' ——(m—k)(m—k+1)---(m—k+1-1).

Ist nun G C G(d,n), lassen sich aus Satz 2 fir gerade k folgende Abschitzungen
ableiten:

2k(2d — 1) +2+1,n> d°

(1) 1Kl < [Uz,(0)] = [UE(e)| < {4k(d_ 1)+5+1,n>2(cd—d? +d)

(Clig+2m—1)(2d—1)+2+1,n>d
igit2m—1)(d=1)+24+1,n>2d - d+d)
Aus G C Gg(d,n) folgt zusdtzlich:

m—l
(2) g1 912 S {2(

3)d<n=g---g2™ " alsod < l3gl...glgm-lJ
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o Zundchst soll der Fall | = 0 betrachtet werden, also G = KJ'. In diesem Fall
ist jede Ecke z von G ein Zentrum von G und €(z) = m. Sei ¢ € V(G) N1l
und ein Nachbar ¢ von c fest gewdhlt. Dann st fir jedes m:

= [U™(c)| = |U™(c) N4 + [U™(&) NII| = 2™. Da U™ !(c)| = 2™ — 1,
gilt dann auch: |U™1(c) N I + U™ (&) N II| > 2™ — 2,
also [U™ (c)| =1 =2™ -2 < |[U™(c) N II4| + [U™1(E) NIIJ.

Es gelte G C Gg(d,n) und es sei n > d® und 2™ > d®, also d < lQ%'J

Mit k =m — 1 folgt aus (1):

o™ —2 < 2(m—1)(2|2%| 1)+ |2%| +1. Gilt 2™ > &, dann ergibt (1) mit
k=m-—1:

o™ —2<2m—-1)(2|2%| - 1) + 5 [2F] +1.

DN | =

Sei jetzt | > 1. Dann lift sich fir d mit (1) bei n > d° fiir jedes gerade k < m und
jedes A\ < [ folgende Abschdtzung ableiten:

B,';’A < 2k(2d -1)+ g— + 1 und also:

Br , +2k-1
d2|' jlk g ]=A§(m,k),fallsgA22k+1

Insbesondere gilt dann mit k = m, beziehungsweise k = m — 1 fir jedes A < I:

4m+%

4 —Bm,\1+‘>m 3
e 4(m—1)+-§-

] = AT(m, ) , fallsm gerade undgy > 2m + 1, und

] = AT"!(m, ) , fallsm ungerade undgy > 2m — 1.

e Als ndchstes soll der Fall | = 1 betrachtet werden.

Es ist dann fir k < m: |K II—ZZ( ) Zk:’““"’)(g)

=0 =0 1=0

und firk > m: II—ZZ( )+2mk§1

=0 7=0 =1
= (m +2)2™"! + 2™(k — m) = 2™k — (m — 2)2™"L.

(1) ergibt so fiir k = m (falls m gerade) und k = m — 1 (falls m ungerade):
K™ | = (m +2)2™"! und |[KR7'| = (m +2)2™"! — 2™ = m2™~.
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Sei g1 # 2 und G ein aufspannender Teilgraph des Gg(d,n) mit n > d°.

Es ist dann d < |/n] = [\/ 12"“IJ , sodaf aus g; < 2m folgt: d < lmj

Ist g > 2m + 1 und m gerade, so folgt dann aus G C Gg(d,n):

A l'(m+2)2”"'1 +2m -1

4m+% ] =Ad (m,l).

Fir ungerade m und g, > 2m — 1 gilt, falls G C Gg(d,n),

> = A™" H
d"[ im—1)+} ] i

Gilt G C Gg(d,n) so folgt aus (1) fir gerade m:

1
Bn, < 2m{dy@2™ !l ~ 1) + 5\3/912’”‘1 + 1, also:

S [@m@r? +1) +2m -8
g om—1(4m + 1)3

Fiir ungerade m und g; > 2m — 1 folgt schlieflich:

] = Ag4(m), fallsgy > 2m + 1

(2m(2™-? +1) - 3)°
s [2m-1(4(m "D+ IR

m—l m m
da B - Bm,l 25l Bm,l—l

] =»Ag(m) , fallsgy > 2m — 1,

o Nun noch ein paar Uberlegungen zum Fall | > 2.

EsistB’"Z—ZZZ( )

=01,=012=0

-fJZ(zo—nH( ) i(miy)( )

to=011=0 =0 =1

=Z m+1—z’)(m+1—(z’—1))(m)

1=0 2

N & () 84(m) L (7)

1=0

= (m+1)(m +2)2""" = (m +1)m2™"" + ool 22 (m i 2)

o (m i 1)2m -+ m(m . 1)2111—3 + m(m - 1)2m—3 = (m2 + Tm + 8)2”‘"3.
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Wie oben folgt dann aus G C Gg(d,n) fir gerades m und go > 2m + 1 die
Abschdtzung:

Gl [(m +1)(m +6)2™2 +2™2 4+ 2m — 1

. | = apem.2

und fir ungerades m und g2 > 2m — 1:

m(m + 3)2™° + 2m — 3 3
d> = AT '(m,2
‘[ i(m—1)+} ] .

o Schlieflich betrachten wir den FallG = Gy X - Q;xICg‘" mitgp=---=q=4g.
Angenommen, es sei G C Gp(d,n) undn >dP mit D > 2 .

FEs ist dann: (4) d < o/ gtom-t
I N
wnd mit (2): (2) 2 < (- )i+ 2m)(2 Y2t = 1) + 3§/ +1

l B+1
< 2 (2> 207 + (2m - + 1) \5

g)l-%-l 1 16m+1

Py (_
und also 5

(D-1)i-D 1 16m +1 D
g
(5) (5) < 20-1m ( ) '

Analog lassen sich fiir den Fall |G| > 2d° entsprechende Unglez'chuhgen ablei-
ten:

Es gilt zundchst (4°) d < \3/ g'2m™-i-l und

(g)lT" <2((l = 1)g +2m) ((g-)éz"'—?" —~ 1) + (%)é R

g §+1 m—1 1 g :‘.i: m—1
<i(§) e (am-t4g) (5) 2

—t

20-3 x4
Damit folgt: (5’) (%) < 2§m (8m3+ 2)




In dem folgenden, abschliefenden Korollar werden die Vorbetrachtungen zusammen
mit weiteren Uberlegungen zum Fall m = 2 zu ein paar Ergebnissen zusammenge-

fapt.

Korollar 2 Seim > 2, G = Gy X --- X G, n und d wie in den Voraussetzungen
von Satz 2, das heifit dfn und n > &°, falls m > 3, n > d* und |Gy|,|Ga| > 3, falls

m = 2. Die g; seien ohne Einschrinkung so nummeriert, daff g1 > ... > gm.

i) Ist mit g; = |G;| und | = max|{: : ¢; > 3}| eines der folgenden Kriterien
erfillt, dann ist G kein Teilgraph des Gg(d,n).

(1) m = 2 und fiir: = 1,2 enthdlt G; einen Baum T; und eine Ecke c; € V(T;)
mit einer Tiefe tint;(ci) > 5. Es gilt fir gerade 4 < ky < ky < tinTi(ci)—1
und A,’ - Grad,-n T'.(C,').’

(A1Qgksy(ky — 3(k2 + 1)) + (A1 + 4)ky + Agks

d
2 4k1+%

A1Ag(3k(k — 1)) + k(A1 + Aq +4)
4k + 3
(2) m,d >3 und G ist ein Hyj)emoﬁrfel mit |G| > d&® und (m,d) # (5,3) oder
G| > d? und m > 11

(3) m,d > 3,1 > 1 und fir ein gerades k <m und ein 1 <\ <1 gilt
d < Ak(m, )\)

und, falls ky =k, =k, d <

1) Ist mit g; = |Gi| und | = max|{: : g; > 3}| eines der folgenden Kriterien
erfillt, dann ist G kein aufspannender Teilgraph des Gp(d,n).
(1) G ist ein Hyperwirfel
(2) m,d>3,l=1 und g < Ay(m)
(3) md>3,1>2, g=...=¢g =g und G| > 24°

oder |G| >d®, | >4undg+#3, fallsm=5undd=>5
oder |G| >d?, =3 und m > 6 oder g > 7 oderd > 7
oder |G| > d® und m > 8 oder g > 17 oder d > 9
oder |G| > d?, | >3 und m > 12 oder | > 8
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denn: i) (1) Es gelte ki > ky. Sei ein Stern Si,a ein Baum, der aus genau A Wegen
der Linge k besteht, die eine gemeinsame Endecke c haben. c hat also in
Sk.a den Grad A, wihrend Sk a (k—1)A weitere Ecken mit Grad 2 und A
weitere vom Grad 1 enthdlt. Da nach Voraussetzung des Korollars ¢; inT;
eine Tiefe tint:(c;) > ki+1 und den Grad A; hat, ist Sg,,a, X Sky,0, C Ta-
Die Paare von Wegen (Px,,Pr,) C Sky.a, X Sky,a, mit Endecken (cy,c2)
lassen sich bijektiv auf die Rechtecke Pr, X Pr, C Sky,a, X Sky,a, il
einem FEckknoten c abbilden. Es st

r(k17k2) paat IV((pkl X sz) \ ('Pkl U pkz))l

(k1=6,k2=4)
ko 1

=Y i+ ka(ky — by = 1) = ka(ky = 5(k2 + 1)) [
=1 o=
und damsit: e
® o ¢ 9
IR*#2| = A Agr(ki, k) + k1A1 + k2o + 1 R |
® & ¢ o 9
1 ®
= Ailgr(kiks = Sha(ke + 1) + b+ ko +1 T ¢

Es gilt also |R*"*2} > 4k;(d — 1) + % + 1, sodaf mit d fn und n > d*
unmittelbar die Voraussetzung von Satz 2 folgen, da ky, k2 > 4.

(2) Es gelte fiir einen Hyperwirfel H : H C Gg(d,n) und es sei zundchst
IG| > d® und n > d®. In den Vorbetrachtungen zum Korollar wird gezeigt,

da: 2™ —2 < 2(m —1)(2[2%| - 1) + 1 [2% | + 1, also m < 6.

Aus m = 6 und &® < 64 sowie d < [2§J folgt d = 4, also mit k = 3 aus
(1) : 51 = T2, (8) < 6(8 — 1)+ 3 =45, ein Widerspruch.

Aus m =5 und d® < 32 sowie d < [2§'J folgt d = 3.

Ausm <4 und &® < 2™ und d < |.2"32J folgt d = 2 vm Widerspruch zur
Voraussetzung.

Ist 2™ > d® und (m,d) # (5,3), dann ist also G kein Teilgraph des
GB(d, n) '

Der K3 ist kein aufspannender Teilgraph des Gg(3,32), weil der Gp(3, 32)
eine Ecke vom Grad 4 < 5 enthdlt.

Gilt 2™ > d?, dann gilt nach der Vorbetrachtung

1
2

2™ —2 < 2(m —1)(2 lQ%'J -1)+ [222"J + 1 und damit m < 10.

(3) gilt mit den Vorbetrachtungen.
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1) (1) ist bereits im Beweis von (1) i) gezeigt.
(2) gilt mit den Vorbetrachtungen zum Korollar.
(8) Es sei g = g1 und zundchst |G| > 2d3.

Mt den Vorbetrachtungen gilt dann: ({°) d < l\"/(g‘?."‘“‘lJ

und mit (2): ¢'2™ ' < 2((g — 1)l +2m)(d - 1) + g + 1,

g'2m=t +2((g = 1)l + 2m) — 1]
2((g = 1)l +2m) + 3

also: (2°) d > [

Ist m = 3, so folgt aus (5’) aus der Vorbetrachtung: (%)21-3 < 9 und
damit | =3 und gy < 4 oder | =2 und g < 17. Aus m = 4 folgt aus (5°):

(%)21—3 <5 und damitl =g =3 oderl =2 und g <9.
Aus m =5 folgt | = 2 und g < 4 und aus m > 6 schliefilich g < 3, ein
Widerspruch.

Jetzt missen nur noch die noch iubrigen Fille betrachtet werden. Durch
Finsetzen in die Formeln (2°) und (4’) folgt daraus jeweils ein Wider-
spruch, zusammen mit der Uberlequng, daf aus Gradgrinden 2d > m +
gelten mufs.

Sei jetzt |G| > d°.

Wie oben lassen sich hier aus den Vorbetrachtungen drei Ungleichungen

ableiten:
l
(4) d < ﬂg) om | |

—

lom—I SE b
g2+ (g—= 1) +2m 1]
2°) d >
= ‘[ 2((g—1)1+2m)+%

. 20-3 1 /16m +1\°
wd 9) (§)" < e (M55

Ist | > 6, dann folgt m > 6 und damit aus (5): g < 3, ein Widerspruch.

Aus [ =5 folgt so g =3 und aus | = 4 folgt g < 4. Die Behauptung des

Korollars in diesen Fillen folgt durch Einsetzen in (2°) und (4), da auch

aus Gradgrinden 2d > m + | q¢ilt.

Gilt | = 3, so folgt g < 8 und durch Einsetzen in (2°) und (4):

(m? 9, d) & {(5, 3v 4)7 (47 4, 5)? (47 37 3), (37 63 6)7
(3.9:58),(3,5,4),(3,4,4),13,4,3),(3,3,3)},

also auch die Behauptung des Korollars.
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Auch der Fall | = 2 wird auf diese Weise gezeigt. Ist m > 8, so folgt aus
(5): g < 3, ein Widerspruch.

Sei nun n > d?.
5) (g_)‘-2< 1 (16m+1)2
( ;. 2m 3 ’

Es qilt dann:
woraus die Behauptung des Korollars fir diesen Fall folgt.
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4.3 Berechnung von Beispielen

Fir kleine m sind in den folgenden Tabellen die errechneten Werte fiir die Bedin-
gungen von Korollar 2 i)(3) und 1) (2) angegeben:

Zundchst fir 11)(2): Es seil =1, m,d > 3 und n > d°.

Ist gy < 2m und d > [\/3 m2m1 oder ist gy > 2m + 1 (beziehungsweise g; > 2m — 1,
falls m ungerade) und d < A7 (m,1) (beziehungsweise d < AT~'(m,1), falls m un-
gerade) oder g < A,(m),

dann ist G kein aufspannender Teilgraph des Gg(d,n).

In der nachfolgenden Tabelle sei Ay(m,1) = AT(m,1), falls m gerade

und A4(m,1) = AT (m,1), falls m ungerade.

m= 3 y 5 6 7 8 9

YmZnl = 2 / 5 7 9 12 16
Ay(m,1) = 2 / 6 11 19 40 72
Ay(m) = 2 5 10 &7 103 495 1420

Korollar 2 1)(3) besagt, daf G kein Teilgraph des Gg(d,n) ist falls fir A < | und
ein gerades k < m gilt: g\ > 2k + 1 und d > A%(m, )).

m = 3

A= 1 2

(3,2) 2 3 4

m =4

A= 1 3 4
A§(4, A) = S 4 51 6
Aj(4, A) = 4 7 IS 20
= S

== 1 4 5

Aﬁ 5 A) = 4 4 6 7 8
A§(5,/\ = 6 11 18 28 42
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A= 1
AY(6,A) = 4
A6, )= 9
AS(G,A — 11
m=1{

A= 1
A§(7, A) = 3
A3(7,A) = 13
AS('?, A= 19
m =8

Aes 1
A§(8, A) = 6
A§(8, A) = 19
A%(B8,\) = 32
Ai8,N) = 40
m =9
A§(9, A) = 8
A3(9, A) = 28
A9 = 54
AS(Q, A) == 72

15
29

22
47

31

74
127

9
48
116
214

39
97

48
147
324

3
10
64
220
521

25
63

4

8

98

122
y 5
9 11
52 Y
182 3815
/ 5
11 °F 19
69 96
266 449
721 1455
4 5
i JEr
90 123
985 632
1118 2190

5 6
9 11
56 79
219 968
6 7
18l
102 137
517 810
5 7

o A |
130 172
719 1108
2731 4837
6 7

28 .18
164 213
988 1488
4006 6944

18
222
1637
8177

§ ol

20 22
278 343
2170 3083
11517 18414

Die fir diese Berechnungen bendtigten Werte von BE , sind mit einem in Pascal
geschriebenen Computerprogramm errechnet worden, das folgenden Seite angegben

1St.
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Das Pascal Programm zur Berechnung der B

program Binomialsumme;
type vector = array[0..15] of longint;

function Binom (m,i : integer) : longint;
var bin : longint;

begin
if (i=0) or (m=1) or (i=m) then Binom := i
else Binom := Binom(m-1,i-1) + Binom(m-1,i);
end ;

(Berechnet (’:‘) firi < m)

function Binomsumme (m,l,k,index : integer) : longint;
var ind : vector;
var binomsum : vector;
var i : integer;

begin
binomsum[index] := 0;
1f index >= 1 then
for i := 0 to k do binomsum[index] := binomsum[index]
+ Binom(m,i)
else begin
ind[index] := 0;

repeat
i := ind[index];
binomsum[index] := binomsum[index]
+ Binomsumme(m,l,i,index+1);
ind[index] := ind[index]+1;
until ind[index] > k;
end; .
Binomsumme := binomsum[index];
end ;
begin
Binomsumme(m,1,k,0) ;
end.

Der Wert von BY, | wird mit dem Aufruf von Binomsumme(m,l k,0) errechnet.
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Fir 3 <m <9 und l,k < m sind nun noch die mit diesem Programm berechneten
Werte von B, , angegeben:

m= 3

k= Q.1 2 3

1 =20 1 4 7 8

l =1 i -9 12 - .20

l =2 1= 6 18 38

l =3 & 4 25 63

m= 4

k= Q¥-1 2 3 %

1 =20 ; B 11 15 16
1 1 I O 17 32 48
l =2 B 24 56 104
l =3 1 8 32 88 192

—
i
NS
—
O

41 -7 128 - - 32%

m= 5

k= 0 1 # 3 4 5

1 =0 I= 6 16 26 31 32

l =1 S 23 49 80 112
1l =2 1 8 31 80 160 272
R, 3 40 120 280 0oL
1l =4 i1y S0 170 450 1002
l =25 123463 231 681 1683
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5 Schlufibemerkung

In den Betrachtungen von [ANS94] und [HOS92] iber die Einbettung von kartesi-
schen Produkten von Graphen, insbesondere von Gittern und Hyperwirfein in den
(gewdhnlichen) de Bruijn Graphen B(d,N) tber dem Alphabet {0,...,d — 1} mit
Wortlinge N wird deutlich, daf8 mit wachsendem N die Mdchtigkeit der einbettba-
ren Graphenprodukte konstant bleibt, wihrend die des B(d, N) mit d wdchst. Fir
grofie N, das heift N > 5, mit Einschrinkungen auch fir N = 4 und mit weite-
ren Einschrinkungen auch fir N = 3, sind im Wesentlichen nur die jeweils erste
und letzte Stelle der Worter < zn_y,...,%o >, mit denen die Ecken des B(d, N)
bezeichnet sind, in diesen FEinbettungen variabel, wihrend die inneren Ziffern iber
die Vierkreisstruktur der einzubettenden Graphen nicht erreichbar sind. Fiir Pro-
dukte von mehr als zwei Graphen oder von zwei Graphen mit Mdchtigkeit > 3 bleibt
diese Eigenschaft fir veralljemeinerte de Bruijn Graphen Gg(d,n) erhalten, falls
d|n. Fur Leitern, zum Beispiel, oder Einbettungen von Produkten von zwei Gra-
phen in den Gp(d,n) mit n < d* sind auch hier andere Ergebnisse zu erwarten,
als fiir den gewéhnlichen de Bruijn Graphen. Das Beispiel im zweiten Kapitel die-
ser Arbeit zeigt, dafl im allgemeinen Fall d fn fiir Produkte von Graphen mit sehr
unterschiedlichen Mdchtigkeiten véllig andere Ergebnisse zu erwarten sind, denn
Ghnlich wie die Leiter in diesem Beispiel liefen sich auch FEinbettungen zum Bei-
spiel fir G € {P; x P;, P; x Ki} fiir kleine 1 und geniigend grofe d finden. Solche
Einbettungen zu finden ist sicherlich nicht trivial, wiirde aber zeigen, daff in Bezug
auf kartesische Graphenprodukte der verallgemeinerte de Bruijn Graph, insbesonde-
re wenn ggT'(d,n) = 1, bessere Einbettungseigenschaften hat als der gewéhnliche de
Bruijn Graph. |

Eine weitere interessante Fragestellung, die bislang nicht untersucht worden ist, ist
die der Ubertragbarkeit dieser Ergebnisse auf den (verallgemeinerten) Kautz Gra-
phen Gi(d,n). In Bezug auf das Grad Durchmesser Problem ist der Gi(d,n) eine
bessere Losung als der Gp(d,n) und es ist zu erwarten, dafi Betrachtungen iber den
G1(d,n) nicht allzu verschieden sind von denen tiber den Gg(d,n).

Vielleicht kann die vorliegende Arbeit eine Anrequng sein fiir weitere Untersuchun-
gen iber verallgemeinerte de Bruijn und Kautz Graphen.
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